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Premiere lecon.

Revue des Phénomdenes Typiques des Systémes Dissipatifs.
Nous considérons guelques exewples typiques de fluides visqueux.

1) Soit donné une boite, reniplic d'un fuide visqueux. Alors, s'il n’agit aucune force sur
cette boite, le liquide va se trouver apres un certain temps dans 'état d’équilibre. L'action
sur le systeme sera paramétrée dans tout le cours par la variable p > 0. u = 0 signifie que
P'on n’agit pas sur le systeme.

2) Nous considérons le systeme suivant @ Soient donnés deux eylindres infiniment longs.
coaxiany.
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On suppose un liquide visqueux entre les

A deux.
Nous faisons Pexpérience suivante :
<L/
| I
[ P

Le eylindre 4 est fixe, le eylindie I st tourné avee une vitesse angulaire u. Il n'y a pas
d’autres forces.

Alors si g = 0 le liquide en équilibre est au repos. Si p est assez petit o < jry alors le
liquide est dans un état stationnaire :

Il 1'est pas au repos, il “tourne” autour
1

du eylindre B avee une vitesse v(r) con-
Hl stante dépendant seulement de la distance
v(r) de T'axe de rotation. Sur A, ¢(r) = 0.
Sur B, v(r) = vitesse de la surface de
B.

Cet état stationnaire s"appelle “¢eoulement de Couette™,

Sty est encore plus grand, jr > 4, on aboutit & la formation de “cellules de Taylor™.
Clest-a-dire qu'en plus du monvement de rotation horizontal il apparait un mouvement
1 Pl
circulaire dans le plan vertical.
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La raison physique qualitative pour ce phénomeéne est la force centrifuge.

Si ;i est encore plus grand il peut se produire des phénomenes périodiques. Un joli
exemple est le sifflet :

3) Pour le sifflet, le mouvement est périodigue au cours du temps au moins dans un voisi-
nage de I'obstacle ; ici nous dessinons 'exemple d'une barre circulaire. vue de 'axe. (cf.
“Scientific American” Janvier 1970, p. 40)
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ici, le mouvement est

périodique

4) Si u est encore plus grand, il se produit la turbulence. Ce mouvement est tres compliqué,
irrégulier et chaotique. Parmi les traités mathématiques sur la turbulence nous rappelons
les deux suivants.

Leray a discuté, dans [1]. les équations de Navier-Stokes en détail. Nous citons ici sa
conclusion ([1], p. 245).
“Nous avons essayé d’établir I'existence d’une solution des équations de Navier correspon
dant & un état initial donné : nous n’y avons réussi qu'en renoncant a la régularité de la
solution en certains instants, convenablement choisis, dont 'ensemible est de mesure nulle :



en ces instants la solution n’est assujettic qu’a une condition de continuité tres large
et a une condition exprimant la non croissance de ’énergie cinétique.”

Un deuxiéme aspect de la turbulence a été fourni par Landau et Lifschitz (2] qui ont
proposé que les parameétres physiques v décrivant le fluide en mouvement turbulent sont
des fonctions quasi-périodigues dans le temps @ c'est-a-dire

v(t) = flwnt, ... ,wt)

ou f est périodique de période 27 dans chacun de ses arguments (séparément), et on les
k
fréquences wy,...wy ne sont pas reliées par de relations linéaires non-triviales " n,w, a
=1
coefficients n; entiers.

Ezemple : Représentons la valeur de I'argument (mod 27) d’une fonction en 2 vari-
ables, T} et T,, qui est quasi-périodique.

T)=t , T,=o0t wirrationnel

T _2n
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Comme la pente est irrationnelle, il n'existe pas de t, tel que (Ti(t), To(t)) = (0,0),
c’est-a-dire qu'on ne revient jamais au méme endroit. Par contre, pour chaque £,,5, >
0(< 2n) il existe un ¢ tel que Ti(t) < €1, To(t) < €2, c'est-a-dire quion revient aussi preés
de (0,0) qu’on veut.

Fin de l'exemple.

Il est & espérer que, si le nombre & de variables de f devient trés grand (pour p
grand), cela meéne & un comportement irrégulier et compliqué qui est typique pour le
mouvement turbulent. Nous verrons plus tard qu’un systéme dissipatif (comme 'est le
fluide visqueux) n’est en général pas décrit par des mouvements quasi-périodiques. (Pour
la quasi-périodicité d’autres systémes, cf. Moser [3].)

Dans ce cours, on va attaquer l¢ probléme d'une autre fagon.

Situation générale du probléme.

Dans cette section, le cadre général de ’exposé est esquissé. Les notions mathématiques
utilisées ici seront introduites en détail dans les sections & suivre.



Pour nous orienter nous considérons un fluide occupant une région D de l'espace
R3. Nous imposons les propriétés et restrictions suivantes : Pas d’effets thermiques et
incompressibilité. L’état du fluide est alors décrit par un champ de vitesses, dépendant
du temps, c’est-a-dire que dans chaque point p de D est donné un vecteur v,(t), décrivant
la vitesse du fluide en p au temps t. Pour un ¢ fixe, I'ensemble des v,(t), noté v(t) est
un champ vectoriel, et soit H DPespace de tous les champs vectoriels. (H est un espace
vectoriel de dimension infinie.)

I.’évolution du champ de vitesses dans le temps est donnée par I’équation de Navier-
Stokes. On ne s’intéresse pas a la forme précise de cette équation qul est non-linéaire et
d’ailleurs assez compliquée. Nous écrivons simplement

dv

= = Xu)- (1)

H — H cst un champ vectoriel dépendant de v et du parametre p.  Des
spécifications de cette dépendance seront données plus tard.

Remarque : Edi est, dans la notation habituelle des équations de Navier-Stokes, la

dérivée partielle, le “reste” étant incorporé dans X ,.

Le but de notre étude sera une discussion de la nature des solutions de (1), en
faisant quelques hypotheses d’une nature générale sur X,. On va voir que le mouvement
du fluide peut montrer un comportement chaotique si p croit suffisamment. Ceci justifie
la notion de turbulence et va donner une idée de sa signification, sans connaitre X, en
détail.

Notons tout de suite quelques réserves :

Il n'existe pas un théoreme d’existence et d’unicité globale. Nous supposerons exis-
tence et unicité locale pour X, c’est-a-dire dans un voisinage d'un vy € H et d’un
temps {g.

- Nous supposerons H de dimension finie, plus précisément, nous remplagons I'H orig-
inal par un H dec dimension finie. Cette opération sera justifiée dans certains cas a
discuter plus tard.

- Nous n’étudierons que des déformations “génériques” du champ vectoriel . Ceci veut
dire qu'on exclut des déformations qui sont exceptionnelles dans un sens a décrire.
Ceci correspond a l'exclusion d’une classe particuliere de X.

(1l se peut que le X' correspondant a I’équation de Navier-Stokes tombe justement
dans la classe particuliére, comme il a des propriétés tres spéciales [comine par exemple
la nature locale de 'opérateur différentiel]. Néanmoins, il faut remarquer qu’un fluide
visqueux a trois dimensions se comporte conformément aux propriétés que nous allons
déduire pour le cas générique. Cette restriction est donc un peu justifiée a postertor:.)



I. Revue et interprétation des résultats.

1. Quelques notions de la théorie des équations différentielles.
Définitions.

Soit B une boule ouverte dans 'espace E¥ euclidien & v < oc dimensions.
B={z] |z|]<R, z€E"}.

E* est donc une version a un nombre fint de dimensions de 'espace des champs de vitesses.
(Donc pas 'espace des positions). On écrira z au lieu de v.

Soit X un champ vectoriel sur la fermeture B de B, a dérivées continues et bornées
jusqu'a Vordre 7, r > 1. Clest-a-dire que sur B = {z| |z|< R, z € E¥}

est continu et fini pour 1 =1,...v,

et pour tout p,|p| < 7. Ici X* est la i-éme composante du champ, p = (p1....p.), |p| =
prt...+p,, pi20et

alel alel

Jze ~ 0zl 9zl

L’ensemble des champs vectoriels forme un espace vectoriel B sur les complexes. Cet espace
peut étre muni d’une norme ||.|| définie par

[[X|| = sup sup sup
=1,V [pl<r z€B

Oz

o'rl ;

X (z)

Cette norme fait de B un espace de Banach. (La complétude est assurée par 'uniformité
des valeurs absolues des dérivées sur la boule fermée B).

Il sera utile d’avoir une notion d’un ensemble “grand” des champs de vecteurs dans
B. Cette notion est donnée par la définition d'un ensemble résiduel.

Définition: Unensemble E C B est résiduel, si et seulement s’il contient I'intersection
d’une famille dénombrable d’ensembles ouverts, denses dans B.

Propriétés :
- Un ensemble résiduel est dense (Théoreme de Baire).
- L'intersection dénombrable d’ensembles résiduels est résiduelle.

- Le complément d’un ensemble résiduel dans B est 'union dénombrable d’ensembles
partout non denses en B.



Exemple : Considérons l'intervalle I := [0,1]. Soit zy,7,... une énumération des
rationnels en I. Nous donnons une famille {A,} dénombrable d’ensemibles ouverts denses

en I. Soit = >0

.‘I‘k-‘-%).

5) -

ol B

A = (U JL”) NI, J,((” est l'intervalle (i —
k1

I
|

I

Ay

>

oo
(kL_jl J{_”) nir; .l,((') est I'intervalle (xx — 45 op + 1

Evidemment, la longueur totale de A4, est majorée par 2ez. Donc nous avons la situation
>
suivante : [ A; est un ensemble résiduel ; mais sa “longueur” est nulle.
1=1
Exemple : Les nombres rationnels € I ne forment pas un ensemble résiduel, puisque
o
N (I\z,) = I' est résiduel, et I'N (nombres rat € I) = @.
=1
Définition : Si une propriété est satisfaite par un ensemble résiduel de champs de
vecteurs dans B, cette propriété est appelée générique.
Une propriété générique est donc une propriété satisfaite par “presque tous” les champs
de B.

Nous somines toujours intéressés par les équations différentielles de la forme
dr(t) | dt - X (2(t)) (1)

Définition : Une solution de (1'), satisfaisant z(0) = xzq € B est appelée courbe
intégrale passant par rg.

Théoréme [6] : Dans le contexte établi dans la présente section il existe e et une
seule courbe intégrale pour chaque X € B et ro € B, au moins pour des temps petits.”

Nous écrirons parfois z(t) = Dx (x9) et Dx ((U) = |J Dx.(xo) pour souligner la
ro€l’
dépendance de x(t) par rapport & Xt et 7. Il est utile de distingner parmi certaines
solutions particulieres. Soit donné X. ¢ est appelé un point fize de X' si x(t) = &y pour
tout 1. Si x(7) = xo pour 7 > 0 ct si pour aucun 7,0 < 7/ < 17 2(7) = iy, alors on a une
orbite fermée de période 7.

Nous disenterons plus tard le comportement des solutions “au voisinage” des points

fixes et des orbites fermées.

Critique des mouvements quasi périodiques.

Une généralisation naturelle des mouvements sur orbites fermées est celle de mouve-

ment quasi périodique.

* Llexistence de solutions pour des temps arbitrairement grands est assurée pour des
variétés compactes.
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Définition : z(t) est une fonction quasi périodique si elle est de la forme décrite a la
page 3.
z(t) = f(wit,... wgt).

Définition : L’ensemble Q des poinis® récurrents X est défini par : = € Q <—
pour tout voisinage U de z, U C B est pour chaque T > 0 il existe un ¢t > T tel que
Dx(UYNU #0.

N

Exemple : @ = Q= {N,S} ; @ = Q = toute la surface.
5

Si z(t) est quasi périodique, on peut s’imaginer que z(t) se déplace sur un tore 7 en B. 1
est évident que pour un mouvement quasi périodique (du champ vectoriel z(t) !, non pas
des “gouttes” du liquide) 2 = 7.

Le théoréme suivant montre que £ = 7 est une situation exceptionnelle, c'est-a-dire
non-générique. Nous le donnons sous une forme restreinte :

Théoréme (Peixoto [5], voir [4]).
L’ensemble des champs vectoriels X sur le tore & deux dimensions dont les points

récurrents consistent en un nombre fini de points fixes et d’orbites fermées est dense dans
I’ensemble des champs vectoriels sur le tore.**

Donc I'ensemble des X pour lesquels 2 = 7 est non-dense, donc non-générique.

Existence d’attracteurs étranges.

Dans la section précédente, nous avons vu que les orbites quasi périodiques sont une
“spécialité” non-générique (au moins sur le tore a deux dimensions). A notre recherche de
turbulence nous nous sommes plutét intéressés a des comportements étranges génériques.

Nous donnerons dans cette section I’exemple d’un attracteur étrange dans le cas v = 4.
La construction de cet exemple nécessite quelques définitions.

Définition : Soit A un sous-ensemble fermé de 1’ensemble  des points récurrents.
Alors A est un attracteur s’il existe un voisinage U de A tel que [ Dx (U) = A.
>0

Exemple : Un point attracteur est dessiné comme

\ / (Cf. aussi discussion dans la section a

/. \\ suivre.)

* N.B. Dans nos applications, les “points” sont des champs de vitesses !
** “X sur le tore” veut dire que 0;z(t) = X(z) se déplace sur le tore C B.
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Les attracteurs possibles les plus simples sont des points fixes et des orbites fermées.

Supposons que les courbes intégrales du champ X donné sont plus ou moins paralléles,
de telle facon qu’on peut les couper transversalement avec un morceau de variété S & v —1
dimensions.

Soit P(z) la premiére intersection de z(t), t > 0 avec S. P est appelée Uapplication
de Poincaré.

Propriété : P est un difféomorphisme local. Notez aussi que pour

P"(z) = P(P""!(z)) ; P(z) = P(z) ;

alors P™{(() = ( signifie que { se trouve sur une orbite fermée.
Remarque : La construction inverse est possible (suspension).

Si S est donné, on considere 'ensemble S x I, I I'intervalle [0,1]. On considére sur
cet ensemble le champ de vecteur constant (0,1), et puis on identific (z, 1) avec (P(x),0).
On voit que la section de la variété obtenue par S x {0} donne une application de Poincaré
qui n’est autre que P. Cette construction s’appelle suspension.

Fin de la remarque

Nous sommes alors préparés a donner I’exemple d’un attracteur bizarre. L'exemple est
construit dans v = 4 dimensions, et S est un morceau de variété a 3 dimensions contenant
un tore solide II.
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Supposons que P applique le tore en soi-méme selon le dessin suivant.

/f ““\
’ . bord du tore
! ‘«— priginal
I \
(@)
.._-—-—b\ I
Ay !
~ #
-~ //

~ k-
L_coupe radiale

Donc I'image de P entoure 'axe du tore 2 fois.

Exercice : Visualiser P? & I'aide d’un ruban élastique.

L’ensemble &' = N, 5o P définit un attracteur au sens suivant. On considére la
suspension de S’ et un champ X correspondant. Par définition la suspension de P est un

attracteur de X.

L’aspect bizarre de S’ est qu'il est localement le produit de I'ensemble de Cantor et

d’un segment.
Nous donnons quelques définitions et explications par rapport a cet énoncé.
S’ aura précisément la forme de 'exernple d’ensemble de Cantor bien connu :

Exemple : Soit donné I'intervalle [0, 1]. On enléve de I le tiers ouvert au milieu

12
Ilzl\(g,g) (l—'—i l——|)=ll

On répéte ce procédé pour les parties de T

Iy = — —A
12=HH H H

et ainsi de suite. La limite des I, est un exemple d’un ensemble de Cantor. 1l correspond
aux fractions écrites en base 3, ne contenant pas le chiffre 1. Done 0,20220 ... est dans
I’ensemble en question. A chaque tel nombre on peut associer un point de la coupe radiale
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des images de tores (cf. dessin page 9).

PO section axiale du tore

p2
Les points seront numérotés comme suit :

0 2

0,00 0,02 0,20 0,02

et comme on a une “répétition” infinie de P on obtient évidemment 'ensemble de Cantor
décrit en haut.

Il est important de noter que l'attracteur décrit ci-dessus est stable pour les petits
changements du champ X. C’est a-dire qu’il conserve sa propriété d’ensemble de Cantor
pour des petits changements de X. L'existence d’un tel attracteur “étrange™ n’est donc
pas une pathologie non-générique : En effet, nous avons vu qu’il existe un voisinage de
champs du champ X ayant la méme propriété que X.

2. Les résultats.

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les notions acquises au paragraphe précédent
pour formuler les divers résultats. Les résultats seront énoncés d’une fagon plus ou moins
légere afin de ne pas trop embrouiller leur signification. Les énoncés précis d’une partie de
ces résultats seront donnés plus tard et parfois complétés de preuves.

Nous essayons de snivre qualitativement le développement de X quand j croit et nous
tenterons d’exhiber ia suite des phénomenes physiques déerits dans l'introduction.

Soit X, un champ vectoriel dépendant du parametre ;. Nous supposons X, r fois
différentiable en p et en plus nous utilisons les conventions introduites dans les sections
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précédentes.

Nous considérons maintenant X, comme la partie droite de I’équatior: de Navier-
n
Stokes.

a) Le systéme au repos.

Pour p = 0, ’équation

dz

— =X,(z

dt #( )
a la solution £ = 0 ; ceci est ’hypothese que le systéme sans forces se trouve au repos. Pour
discuter les changements du systéme pres de y = 0, nous considérons les valeurs propres
de la matrice de Jacobi A}

ax}g
oz* (0)-

Al =

L’hypothese que le systéme est stable au repos z = 0 est traduite au fait que z = 0 est un
point attractif. Nous supposons donc que toutes les valeurs propres de A ont des parties
réelles (strictement) négatives.

Le fait que les valeurs propres avec partie réelle strictement négative font du point

z = 0 un point attractif se voit facilement en regardant I’équation différentielle pour la
composante correspondant 4 la valeur propre A. On a

dz
i Az € = zoe™ = z(z0, t)

et donc lim z(zq,t) =0.
t—oo

Le dessin pour une valeur A, réelle est —>— o <.

Remarques :

- A} est une matrice réelle, en général non symétrique.
- A} est une linéarisation de X, au point yu = 0.
Les valeur propres de A} sont ou bien réelles ou bien en paires complexes conjuguées.

“Presque toutes” les matrices A} peuvent étre transformées en la forme suivante (tous
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les éléments réels) :

Ay

A <Ay << A

K1 ©1
Ky < ... < Ket

-1 K

“Presque toutes” les matrices veut dire que par un petit changement des éléments on trouve
une matrice qui peut étre transformée en la forme notée ci-dessus. (Un probleme se pose
en effet sculement pour les matrices qui ont des valeurs propres coincidantes.)

Notre discussion va se dérouier de la fagon suivante : Les changements de pu vont
causer des changements de la matrice Jacobienne A;- du point fixe correspondant a .
Les changements les plus importants scront ceux qui feront apparaitre par exemple de
nouveaux attracteurs. Ces changements sont étroitement liés au parties réelles des valeurs
propres de A}.

b) Le cas stationnaire.

Sous a) nous avons postulé que A} n'a que des valeurs propres de partie réelle négative
(stabilité du systéme). Par conséquent, Dét(A]) # 0, et on peut appliquer le théoreme des
fonctions implicites ¢t on obtient le résultat :

Il existe un it > 0 tel que pour tout g < i équation X, (((x)) = 0 a une solution
unique ¢(g). ((y) dépend de maniére continue de .

Naturellement ((0) == z¢. Le théoreme dit qu’il existe toujours un point fixe pour des
i petits. Nous suivons ((u) lorsque g croit, en définissant

. X
Al(p) = ﬁ;’: (1)) (2)

Par continuité, les valeurs propres de 4% (u) sont peu différentes de celles de A = A(0).
En particulier, si elles avaient. des parties réelles négatives < —¢ < 0, elles anraient cette
méme propriété (avec une') si p < g, pour un certain g;. Clest-a-dire que pour g < py(<
i) le systéme a un point fixe attractif; en termes physiques, le systeéme se trouve dans un
état stationnaire stable. Cette situation va étre typique jusqu’a ce que j — .
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c) Développement d’une solution périodique (Bifurcation de Hopf).

Nous considérons maintenant le systeme dans un état stationnaire (p < y,) lorsque
j¢ devient plus grand que g, en termes de valeurs propres : Les valeurs propres peuvent
prendre la valeur nulle ou des valeurs positives. Aussi, une paire de valeurs propres com-
plexes conjuguées peut croiser I'axe imaginaire. Nous allons décrire qualitativement ce qui
se passe en ce cas. (Le cas de deux valeurs propres qui se confondent est non-générique.)

Cas d’une valeur propre réelle : Le point fixe disparait génériquement dans un point
selle. Voir le “flm” :

N

—_—

pZ

AL NS L e

(X1

SINC oA a

I

— s —a—

point fixe selle

Ce cas ne nous intéressera pas particuliérement.

Regardons maintenant une paire de valeurs propres complexes, d’abord avec partic
réelle négative ; soit (x;,z,) le sous-espace des vecteurs propres.

Soit A = k + 1y, c’est-a-dire que la matrice 2 x 2 correspondante est

(% %)

et I’équation correspondante est

d
- (Il ) = ( " tp) (I] ) dont la solution est
dt \ z, —¢p K Iy

o (xOst) = e,‘t- CO.Stpt Sln(Pt 0

Z9 —singpt cospt Zy,

donc z = 0 est de nouveau un point attractif et (z,,z) s’approche en une spirale loga-
rithmique.
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~

,x )
5 2

Si maintenant les deux valeurs propres traversent 'axe imaginaire il se produit la bifurce-
tion de E. Hopf [7], dans le sous-espace de ces deux valeurs propres. Il est un théoréme
profond (Théoréme de la variété centrale : voir §3) qu'il ne se passe essentiellement rien
dans D’espace orthogonal au sous-espace correspondant aux deux valeurs propres en ques-
tion. Ce beau théoréme permet donc de travailler dans le sous-espace des deux valeurs
propres qui croisent ’axe imaginaire sans regarder le “reste”™ de l'espace.

Soit g la valeur de ;¢ pour laquelle les valcurs propres croisent I'axe imaginaire. Nous
H / g
dessinons le “film” du plan x,, x4 en fonction de .

P 1. 72 /

X

X2

t@ {, n
cet axe signifie le licu
du point fixe (§())
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Donc : Pour p < u, le point fixe est attractif. Pour g > u; il se produit une famille
d’orbites fermées (dépendant de p) avec un point fixe a 'intérieur. L’orbite est attractive
et on a des spirales a 'extéricur et a 'intérieur de 'orbite qui sont attirées. Dessinons le
plan zy,z; pour un p > iy

X
A

N .

\‘ L/

Remarques :
- Le théoreme sera discuté dans le §4.

- En principe, il peut se produire une bifurcation de Hopf “inverse” ot ’on a une famille
d’orbites fermées pour ¢ < p;. On aurait donc un point répulsif pour g > u;. Ce
cas ne nous intéresse pas puisqu’il ne correspond pas aux hypothéses que nous avons
faites pour p = 0.

- Si 'on plonge le plan z;.z; de nouveau dans le reste de 'espace, le point ((u) devient
un point selle pour p > ;. Exemple : En 3 dimensions

X

reste dans le plan x;, x;

p<m

n>uy

Fin de I'exemple
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Toute I’analyse de la bifurcation de Hopf montre que pour g > u; il se produit un
état attractif qui n’est pas un point fixe. Le systéie est alors en un mouvement périodique
stable.

d) Stabilité avant la deuxieme bifurcation.

Nous verrons dans e) qu'il peut se produire une deuxiéme bifurcation (dans Papplication
de Poincaré) pour p =g’ > py.

Ici, nous nous intéressons pour lintervalle p € (y;,u'). Le résultat est que l'orbite
attractive reste stable ; mais elle perd un peu son caractére attractif. Cela veut dire que
les “spirales” s’approchent moins vite de Porbite fermée lorsque p croit. La stabilité de
Porbite fermée sera discutée dans ) dans un contexte un peu plus général (stabilité pour
des mouvements sur les tores T*, dont P'orbite fermée est le cas particulier k = 1).

e) Deuxiéme bifurcation.

Ici, Vorbite fermée, qui apparaissait a cause de la bifurcation de Hopf, va se “gonfler”
en un tore de dimension deux.

Soit v,(p > py) Vorbite fermée apparaissant dans la bifurcation de Hopf. Soit 4
la valeur de p pour laquelle se produit la deuxiéme bifurcation. Cette valeur n’est pas
nécessalrement égale a po (la valeur de p pour laquelle la deuxiéme paire de valeurs propres

R T : . _ N . ,
croise 'axe imaginaire). Nous supposons que ‘}er;’ Tu = Yu'» OU 7, est une orbite fermée

de période finie. Il y a, naturcllement, d’autres possibilités pour lim , que nous devons
n—p'
exclure parce qu’elles sont trés mal comprises, sauf la premiere. Les possibilités sont :

- v, tend vers un point (c’est une bifurcation de Hopf “inverse”).
- ¥, devient non-compact (p. ex. une ligne droite séparant le plan).

- 7. reste une courbe fermée compacte, mais sa période tend vers I'infini.

La premiére possibilité notée ci-dessus et probablement non intéressante (continuer
comme pour u < u; ). Les deux autres peuvent causer de la turbulence ou non.

Revenons donc au cas ou v, est une orbite fermée, de période finie :

Soit ¢, l'application de Poincaré associée a une piéce de I'hypersurface S qui est
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transversale a 7,,, pour g € (p1, ¢'].

Il est utile de regarder la dérivée dé,(p,) de ¢, en p, = SN v,. Clest une application
linéaire du plan tangent a S en p, en lui-méme.

Notez que si un diffécomorphisme ¢ est I'intégrale d’'un champ vectoriel X, clest-a-
dire que ¢ = Dx, et que X s’annule en p, alors la dérivée de ¢ en p est donnée par
(d¢), = exp A(p) -t ou A(p) est la matrice Jacobienne de X en p. Cependant, il existe des
difféomorphismes ¢ qui ne sont pas de la forme Dx ;.

Comme v, est attractive, p,(= SN+y,) est un point fixc attractif de @, pour p < p'.
Le spectre de d¢, sc trouve a l'intérieur du cercle unité. Pour ;1 = y' nous supposons
I'image suivante. Un nombre fini de valeurs propres se trouve sur le cercle unité, et elles
sont isolées du reste du spectre, qui se trouve dans le cercle ouvert {z | |z] < 1}. A cause
du théoréme de la variété centrale, nous supposons que S est de dimension finic. Sous
toutes ces hypothé¢ses on peut dire assez précisément quelles bifurcations se produisent
génériquement.

Génériquement, I'ensemble E des valeurs propres de dé,(p,), de valeur absolue 1,
sera d'un des trois types suivants :

1. E = {41}
2. E={-1})
3. E = {a,a} lo] =1 o #a.

La discussion des cas 1 et 2 se trouve dans l'article de P. Brunovsky (8. Le cas 1 ue
nous intéresse pas tellement puisque v, disparait en se confondant avec une orbite fermée
hyperbolique (similaire au cas d’une valeur propre réelle traversant I'axe imnaginaire). Dans
le cas 2, il se forme (pour p > j') une orbite fermée proche de v, mais sa période est
doublée.

Ceci se voit comme suit : En une dimension, pour p = g', @,(y) est de la forme
d.(y) = —y + by? + ..., & cause de I'hypothése sur la valeur propre. On en déduit
que ¢ (. (y)) = y + O(y®), et on trouve, en variant ¢,(y) = —(1 £e)y + by’ ..., que
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'application ¢,(é,(y)) a deux points fixes proche de y = 0 soit pour u < g’ soit pour
w>

0,(0,07)

) droite de pente +1

/|

les nouveaux points fixes pour {1 < ' ou
pour > '

Nous pouvons exclure le premier cas a cause de nos hypothéses physiques. Il suit
donc que ¢,(4,(y)) a deux points fixes et que ¢,(y) a un point périodique “d’ordre 2".
La suspension de ces points est une orbite fermée qui coupe S deux fois pour revenir au
point de départ : c’est ceci que nous appelons une “période double”.

p<p' p>pt

Nous arrivons a la discussion du cas 3. Sous la condition que v, est un attracteur
“vague” (notion que nous allons préciser dans les démonstrations), on peut appliquer
essenticllement la bifurcation de Hopf pour Papplication ¢, (ct non pas pour X,, cette
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fois ). Il y aura, pour ;2 > u' une orbite fermée attractive de ¢,.
Yy y P / © u

W @

C’est ainsi que l'orbite fermée -y, se transforme en un petit tore T?, avee une bifurcation

de Hopf dans S.

f) Stabilité de quelques champs dans des situations plus compliquées. (Le cas
presque factorisé.)

Remarquons d’abord que la situation devient beaucoup plus compliquée apres la
deuxiémne bifurcation et qu'il est treés difficile (ou méme impossible) de traiter plus ou
moins tous les cas possibles comme on I'a fait jusqu'a présent. Par exemple, il n’est pas
dit que la troisieme bifurcation doit produire un tore T°, parce qu'il est possible qu'une
courbe sur T2 se “gonfle”. Nous sommes donc forcés de traiter des cas assez particuliers
tout en laissant ouvert la question si les solutions non accessibles décrivent une turbulence
ou non. Le cas que nous pouvons encore discuter est celui ou le champ X, est “presque
factorisé” (nearly split). Nous utilisons la notation suivante :

Nous supposons que A} n’a que des paires de valeurs propres complexes conjuguées.

Soit gy < po < pz... la valeur de u pour laquelle la i-éme paire de v.p. croise l'axe
imaginaire. Soient E;, E,,... les espaces a deux dimensions correspondant a ces valeurs
propres.

Nous dirons que X u est factorisé s’il est de la forme

Xu(@) = Xh(z) + X2 (z) + ...+ Xi(z) + ...
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Iei, Xiestla composante de X dans E; ot z; est la composante de z dans E;. Donc X' ne
dépend que du sous-espace en lequel il applique. Un champ qui est la somme d'un champ
factorisé et d’une “petite” perturbation est dit presque factorisé. (*Petit” au sens que les
résultats pour un champ factorisé sont valables pour un champ presque factorisé). Les
champs presque factorisés sont au moins pas non-génériques.

Considérons X, pour g € (jik, pr+1) : X, laisse alors invariant le produit de k orbites
fermées attractives, I'1,...Tx. En effet, dans chacun des plans E) ... E; on a cu une
bifurcation de Hopf. Dans 'espace total il y a donc un tore invariant attractif de dimension
k,T*. Nous choisissons les coordonnées de T* de telle fagon que le mouvement sur k devient
uniforme : 6,(t) = 6;, + w;t(mod2x) i = 1,...,k. (N.B. La fréquence w; ne dépend pas du
systéme de coordonnées.)

En général, le mouvement sur T* va étre quasi périodique, (peut-étre avec un nombre
de w, rationnellement indépendant qui est plus petit que k). Une telle situation n’est pas
générique en deux dimensions (par le théoreme de Peixoto) et donc non plus en plusieurs
dimensions.

Si maintenant la perturbation )?“ — X, est assez petite il suit de Kelley [9] ( Théorémes
4 et ) et des travaux récents de Pugh (non publiés) le résultat suivant :

Il existe dans un voisinage de T* un tore invariant T* pour X, attractif dans le sens

que pour un voisinage U de T*, (| Dx, (U) = T*. (T* ne consiste pas nécessairement
>0
de points récurrents.)

En résumé, pour un champ presque factorisé, le mouvement est compliqué. mais au
moins sur un tore “attractif”.

(Remarque : Cette analysc est sculement juste pour yu pas trop pres de yry. jig4q). La
grandeur des perturbations est en relation avec le caractére attractif du tore.

g) Les attracteurs étranges. Proposition d’une définition de turbulence.

Ayant étudié en f) le mouvement dans le cas presque factorisé, nous finissons notre
étude des systémes dissipatifs en regardant les attracteurs qui peuvent se produire dans ce
cas.

Sil'on cherche des attracteurs (au sens de la définition de la page 7 (points récurrents)),
on doit les chercher sur le tore T*. Et sur T*, ceci revient a l'étude de la perturbation
d’un mouvement quasi périodique. Considérons alors X, sur Tk (€ (ks prs1))-

Pour k = 2, le théoreme de Peixoto implique que 'ensemble des points récurrents
consiste génériquement en un nombre fini de points fixes et d’orbites fermées. En fait il
apparaitra un nombre fini d’orbites fermées attractives, et le nombre de rotation (c'est le
rapport du nombre de tours que fait une orbite fermée suivant les deux cycles fondamentaux
du tore) sera un nombre rationnel (génériquemnent).

Si k > 2, I'ensemble des champs vectoriels & un nombre fini de points fixes et d’orbites
fermées ne sera plus dense dans ’espace B. On va donc avoir d'autres mouvements at-
tracteurs {génériques) qui correspondent a un type plus compliqué ; nous les appelons
“attracteurs étranges” et nous leur donnons la signification de décrire une turbulence.
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Pour k£ = 3 on ne connait pas de tels mouvements qui sont attractives.* Pour &k = 4 on
a le résultat suivant : Dans la topologie C3** il existe dans chaque voisinage d’un champ
quasipériodique X un ouvert de champ avec un attracteur étrange. (Ceci sera démontré
plus tard.) Cela veut dire que les attracteurs étranges ne sont pas du tout rares.

Remarque : L’ensemble vide et des orbites non-génériques comme (8) sont exclus de la
notion “étrange”.

La justification d’associer la turbulence aux attracteurs étranges est fournie par deux
observations :

a) Les attracteurs étranges ont une forte chance d’apparaitre lorsque y est assez grand.

b) Dans les exemples connus ou Pattracteur A est étrange, la structure des courbes
intégrales A et dans son voisinage est compliquée et erratique. (Cf. Smale [10],
Williams [11]).

Récapitulation et remarques.
Nous allons nous concentrer sur la signification de notre définition de turbulence.

(1) Le concept de généricité basé sur les ensembles résiduels n’est pas nécessairement
correct d’un point de vue physique. En effet, nous avons vu (page 6, premier exem-
ple), que le complément d’un ensemble résiduel ne doit pas avoir nécessairement une
mesure de Lebesgue nulle. En particulier il est imaginable que les mouvements quasi
périodiques (que nous avons toujours éliminés) occupent en effet unc partie de l'axe de
u avec mesure non-nulle. (Par exemple si, sur T?, w = w; /w, est absolument continu
en fonction de u et non constant, il prend des valeurs irrationnelles sur un ensemble
qui n’est pas de mesure nulle).

(2) Les mouvements périodigues de tres longue période pouvaient avoir 'aspect d’un mou-
vement turbulent.

(3) 1l est difficile de dire quelque chose pour g au voisinage d’un j,. En général, on
a Pimpression que les mouvements, qui ne sont pas décrits par notre analyse, sont
compliqués et probablement turbulents.

(4) Le caractere précis des équations décrivant un fluide visqueux a été complétement
négligé. Mais on connait la structure de ces équations et en plus il y a des situations
expérimentales bien connues sous lesquelles la turbulence apparait. Une théorie plus
spécialisée devrait décrire ces situations.

(5) Les mouvements quasi périodiques ne sont pas “turbulents” dans le sens suivant :
Si 'on peut obtenir des propriétés statistiques du mouvement a aide de théoremes
ergodiques, on peut distinguer entre les mouvements que nous avons classifiés comme
turbulents et les mouvements quasi périodiques. En fait, pour une mesure ergodique
m sur 'ensemble attractant A, la valeur expectation d'une quantité z, (fonction sur

* Par contre, 'ensemble des points récurrents peut contenir des parties “étranges”™ mais
non attractives.
** Topologie de la page 5 avec r =3
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H (ou D)) est m(z¢) = m(xg) ; t est le temps. Si m est “mélangeant™, la fonction
de corrélation m(z,yg) — m(x,) - m(yo) tend vers zéro pour t — oc. Une telle situ-
ation semble étre typique pour la turbulence et naturellement il v a par contre une
corrélation forte pour les systémes quasi périodiques. C'est en ce sens que nous jus-
tifions 'exclusion des systémes quasi périodiques comime étant turbulents, méme s'ils
sont tres compliqués (¢f. Bass [12]).

I1. Les théorémes.

Dans ce deuxi¢me chapitre. nous présentons les théorémes les plus importants qui ont
6té utilisés pour la description des systemes dissipatifs.

3. Réduction & deux dimensions.

Dans cette section, on démontre & I'aide du théoreme de la variété centrale [13] qu'il
est perinis de travailler toujours dans un espace a deux dimensions parce qu'il ne “se passe
rien” dans les autres directions.

Définition 1 : Soit H un espacc de Hilbert, de dimension finie ou infinie et X un
champ de vecteurs sur H, que l'on supposc C' (r = 1 dans déf. de la page 5). On
suppose que X s'annule en p € H, et que Dy (I'intégrale au temps t) existe. Le spectre
X au point p est défini comme étant le spectre de application L(X), qui est donnée par
(dDx ¢)p == exp(L{X) - t). (L correspond & la matrice Jacobienne.)

Proposition 2 : Soit X, une famille ¢ un paramétre u de champs de vecteurs C*
sur un espace de Hilbert H tel que X(h,y), défini par X(h,pu) = (X, (h),0), sur H xR

s0it C* hui aussi. Supposons
(a) X, =0 alorigine de H.
(b) Pour y <0 le spectre de X, @ Uorigine de H est contenu dans {z € C| Re(z) < 0},

(¢) Pour yp =0, resp. >0, le spectre de X, @ Uorigine o deuz valeurs propres A(y) ct
A(pe), isolées, de multiplicité un et satisfaisant Re(A(j1)) = 0 resp. Re(A(p)) > 0. Le
reste du spectre se trouve dans {z € C | Re(z) < 0}.

Il exziste alors une (petite) variété C* & trois dimensions, appelée Ve, dans H x R
contenant (0,0) telle que :

(1) Ve est localement invariant sous X (h.p). Localement invariant veut dire qu’il eriste
un voisinage U de (0,0) tel que pour tout [t| <1 VNU =Dy (V)N

(2) Il existe un voisinage U' de (0,0) tel que pour tout p € U' récurrent et satisfarsant
Dx.p)el’ onapelVe.

3) En (0,0), Ve oest tangent & Uaze 4 et auz espaces propres de A(0) et A(0).
/ )

Démonstration. Nous voulons nous ramener a un théoréme de Hirsh, Pugh et Shub
(13}, dont nous utilisons la version spéciale suivante :
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Théoréme [13] (de la variété centrale) : Soit H un espace de Banach avec norme
C*, de dimension finie ou infinie. Soit X un champ de vecteurs C¥, s’annulant ¢ origine
de H, L la partie linéaire de X d l'origine de H. St L a un nombre fini de valeurs propres
isolées de multiplicité finie sur 'aze imaginaire, dont V°© est Uespace propre alors 1l existe
une variété C*¥, appelée V°, tangente 4 V<a l'origine de H qui est localement invariant
par X.

Remarques : La variété dont on affirme 'existence n’est pas unique. Si k = oo, il
existe pour chaque k < oo une telle variété, mais I'intersection de toutes ces variétés peut
étre réduite a zéro.

Il est maintenant facile de démontrer le théoréeme 2. 1l faut d’abord déterminer les
valeurs propres de X en fonction des valeurs propres de X,. Ceci est facile puisque
X(h,p) = (X,(h),0), qui implique immédiatement que les valeurs propres de X sont celles
de X, (a (0,0)) plus la valeur {0} (correspondant a la direction px). Nous décomposons
donc 'espace tangent T en (0,0) de la fagon suivante

T=V° @V’ ou V®est tangent a l'axe des u

et contient les espaces propres de A(0) et A(0). Puisque le reste du spectre doit se trouver
dans {z € C| Re z < =8} pour un § > 0 (le spectre est fermé) on peut appliquer le
théoréme de la variété centrale et ceci démontre 1) et 3) du théoréeme 2.* Il nous reste a
voir 2).

Par le fait que le spectre correspondant a V* sc trouve dans le demi-plan gauche,
d(Dx t)(0,0y induit une contraction pour ¢ > 0.

Il existe donc un voisinage U’ de (0,0) tel que

U'n [ﬁ Dx,,(U')] cu'nve).

t=1

* Remarque : Si X est C*, V¢ est C*. Mais si X, est C* et X sculement C!, alors ye
est C' mais pour chaque po VN {u = po} serait C*.
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Si maintenant p € U' est récurrent et si en plus Dx «(p) € U’ pour tous les t, ceci veut dire
que pour tout N > 0 et pour tout € > 0, il existe un t > N tel que la distance entre p et
D, «(p) est plus petite que €. Donc p € (U'NVE) C Ve

QED

La proposition 2 est valable aussi pour les difféomorphismes.

Définition 3 : Soit ¢ : H — H une application C! avec point fixe p € H, H
un espace de Hilbert réel. Le spectre de ¢ en p est le spectre de 'application induite
tangente : (d¢), : T,(H) — T,(H).

Théoréme 4 :

Soit ¢, une famille & un peramétre de difféomorphismes C* sur un espace de Hilbert
réel H, tel que ¢ = (¢,(h),0) sur H x R est C*. Supposons

(a') Uorigine de H est un point fize de ¢, ;
(b"y pour p < 0 le spectre de ¢, @ lorigine est contenu dans {z € C | |z < 1} ;

c') pour =0, resp. u > 0, le spectre de ¢, a lorigine a deuz valeurs propres A(u) et
P / , H N g prop l;
A(p), 1solées, de multiplicité un et |A(u)| =1 resp. > 1. Le reste du spectre se trouve
dans {z € C||z| < 1}.

Alors les conclusions de la proportion 2 sont vraies pour le difféomorphisme .

Les théorémes 2 et 4 nous permettent donc de travailler des maintenant dans un espace
a 3 dimensions (axe des ;t inclus).

4. La bifurcation de Hopf.

Comme il a déja été dit plusieurs fois, il est possible de considérer la bifurcation dans
un espace a 2 dimensions, (ou, plus précisément, un ouvert de R? correspondant & une cote
de V).

Soit donc X, une famille & un paramétre de champs de vecteurs C* sur R?| satisfaisant
(a), (b), (c) de la page 22 :

(a) X,(0,0) = 0.

(b) (c) : Soient A(n), A(g) les valeurs propres de X, en (0,0)

et Re A(p) <0, Im A(p) > 0,81 £ <0

Re A(ye) = 0 (resp. > 0) et Im A(p) > 0, s1 o =0 resp. p > 0.

La motivation physique a été donnée au premier chapitre. Nous demandons en plus
que A(u) traverse I'axe imaginaire avec une vitesse bornée par en-dessous (en fonction de
DK

(@) (‘.’%2@) > 0.
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En plus, soit X, un champ C* avec k > 5 (ceci, pour nous permettre les transformations
des coordonnées).

Avec tout ceci, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5 (Hopf [7]) : Si X, est C¥, k > 5, et satisfait d (a), (b), (c), (d)
alors il existe une famille d’orbites fermées de X = (X,,0) sur R® = R? x R', dans les
voisinages de (0,0,0), avec une période proche de 2w /|A(0)|. Il eziste un voisinage U de
(0,0,0) € R® tel que chague orbite fermée de X, contenue dans U, appartient d la famille
d’orbites mentionnée ci-dessus.

S: (0,0) est un “attracteur vague” (qui sera défint dans la démonstration) pour X,
la famille d’orbites fermées est contenue dans p > 0 et est attractive.

Nous nous procurons d’abord un outil pour faire une transformation a des coordonnées
polaires. Notez d’abord qu’avec une simple transformation des coordonnées on peut avoir

X, = (z1 Re A(p) + z2 Im(A(n))) .
+(olmA) 4o Re )+ 40G)

Lemme 6 : Soit X un champ de vecteurs C* sur R? et soit X(0,0) = 0. Définissons
des coordonnées polaires par Uapplication ¢ : R2 — R? ; o(r,¢) = (rcosp,rsing). Alors
il ezisie un champ de vecteurs C*~2 unique, X sur R? tel que y;.(A) X (c’est-d-dire,

pour tout (r,p) ddr(X(r,p)) = X (rcosp,rsing)).

Démonstration du Lemme 6. On peut écrire (r? = z? 4 23)

0 5}
X = )(1(,)1+X20’—2

:TI4Y1+12X2 1 0 i 4 22Xy + 5 Xy —xi+ri _
r 0 ) 2612 r? 2011 ~101‘2 -

fr(xl,xz)w‘(z) Letnaly (2,

lei, Z, (= %) et Z}, (: a—i) sont les “champs vectoriels des coordonnées™ par rapport a
r et . Soit maintenant ¥*(f,) = fr et ¥*(f,) = fow. Is sont zéro sur {r = 0}, ainsi
Y (f) ¥ (fs)
et =

que leurs dérivées & (¥*(f,)) et T( *(f)). Par le théoréme de division et

sont alors C*~1 et C*—2,
On peut donc poser X = %ZT + ‘%"L’ZW dont I'unicité est é¢vidente.
Nous revenons maintenant a la démonstration du théoréme 5. L'idée est de regarder

I'application de Poincaré sur I'axe z, (associée au champ X).

Définition 7: Soit X comme au théoreme 5. Nous définissons Px comme I'application
de
{(zr, 2o, 1) | | <e,22 =0, |pu| < po}
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dans le plan (z,p). po est choisi de fagon que ImA(y) # 0 pour || € o i < est
suffisamment petit en vue des non-linéarités de X. Py applique (z;. 7. ) dans le premier
point d'intersection de Dy (z1, T2, 4t) (t > 0) avee le plan (. p). pour laquelle les signes
de z, et de la coordonnée x; de Dy ((xy, 22, ) sont égaux (c’est-a-dire un tour complet ).
Remarquons que Pyx(zy,pu) = (Px(z1),1). On peut done dessiner Pydans uu plan
H = const .

[a]

courbe intégrale

F // de X,

{ Py (x)) \

_ _ * P |
a\ I
N A
\’// ' |
! |
| l\_._v_._J
VX1, @

On voit done que Im A(g) # 0 est demandé pour assurer que la courbe intégrale “tourne™.
Il suit du Lemme 6 que Py est k-2,

Nous avons déja indiqué dans la figure la signification de la fonction de déplacement
V7. Elle est définie come suit :

P.\'l(Il\O-,#) = (‘Tl + ‘/(Il/t)‘(]'/l)
(ou Vi, p) = P,\‘,,,(ﬂfl) - Iy).

Cette fonction V sera tres utile pour la discussion de la bifurcation. Donnons-en quelques
\ 1
propriétés. (On appellera 7 la variable radiale =,).

(1) V(0,u) = 0, par hypothese sur X,. Les autres zéros de V' apparaissent en paires de
signes opposés ; chaque paire correspondant & une orbite fermée. Ceci est assuré par
le choix de ¢ (cf. déf. 7) qui assure que les termes non-linéaires de X ne perturbent
pas trop l'image des orbites fermées. Par exemple, pour |ry| < ¢ on ne doit pas avoir

2

(i) Au premier ordre, on peut calculer V(r, 1) comme suit :

0 C 2
X, = I"M(“)Ep + 7 Re )\([l)% + +0(r°).
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La “pente” dans le plan (r,¢) de X, est donc r Re A(u)/ Im A(y) et ainsi

Ve = [ derpeiih oy = B0 L o,
Il suit immédiatement que
et aussi que N o
R e i

Le deuxiéme terme a droite est nul & cause des hypothéses (¢) sur A(g) : Re A(0) ==
0, Im A(0) > 0. Par ces mémes hypotheses on trouve que

ov

dRe ()
=———(0,0) > 0 parce que sous (d) on avait demandé M > 0.
arap n=0

du

Il est utile d'introduire une fonction V(r,p) := V(r,;t)/7, qui est, par le théoréme de

division une fonction C*~*. On a alors T/(0,0) =0, %(0,()) > 0.

En appliquant le théoréme des fonctions implicites, on trouve qu'il existe (au voisinage
de (0,0)) une courbe £ unique C*¥~2 de zéros de V, passant par (0, 0).

Al
f-f(r, w=0
V>0
> r
V<0

Il suit que l'ensemble des zéros de V' est I'union de £ et de {r = 0}. La courbe ¢ induit
la famille 4 un parametre d’orbites fermées.

(i11) Définissons (0,0) comme attracteur vague pour Xg si

V(r,0)= —Ar® + ordresupa3 et A>0.
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Nous considérons maintenant le cas de l'attracteur vague : En ce cas, V prend la
forme
V = ayu— Ar* + termes d’ordre supérieur en p et r.

Nous avons vu que a; > 0 (parce que 224—(0,0) > 0) ; il s'en suit que V=0e no

Griu

212 donc les zéros de V se trouvent dans le demi-plan u > 0.

La période de l'orbite fermée se trouve aisément a l’aide de la premiére formule sous
(i).
Discussion du caractére attractif des orbites fermées : Considérons le voisinage de

(0,0,0) dans lequel ‘i,—‘: > —1 (rappel : %%(O,p) = 2#%—;\%"% >0sip>0).

~—

(iv

Notez que V(r,u) =0 ct (%‘ri) (r, 1) < 0 implique que 'orbite fermée correspondant
a (r, ) est attractive, puisque V a le bon signe sur les deux cotés de rg.

Vv
i = const

DN

1
V0= P(ry-r>0ePr)>r

Si X, est un attracteur vague, pour p > 0, V prend la forme

1%
(c.f. aussi figure de la page précédente).

11 suit que V prend la forme

Vv

\ r
Nous pouvons donc appliquer les premieres remarques de (iv), et on trouve que les
orbites fermées sont en effet attractives.

Il nous reste & démontrer que, pour un voisinage U de (0,0), toutes les orbites fermées
de X qui sont contenues dans U sont des membres de la famille d’orbites fermées.

On choisit U assez petit pour que

- toute orbite fermée v de X contenue dans U intersecte le domaine Dp de Py.
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- Px(Un Dp) C Dp.

L’affirmation que toutes les orbites fermées de X contenues dans U sont des membres
de la famille d’orbites fermées suit alors immédiatement du caractére attractif de cette
famille.

5. Bifurcation de Hopf pour des difféomorphismes

Nous considérons & présent une famille de difféomorphismes ¢, : R* — R? satisfaisant
(a"), (b'), (") et
t d B .
(d) - i (A1) p=o > 0.

Nous allons transformer ¢, en une forme plus simple par des changements de coordonnées.
D’abord, on fait un changement de ’axe des u de sorte que (d)" se transforme en

() A =1+
Une deuxieme transformation, dépendante de i, va mettre ¢, sous la forme
&(r, o p) = ((1 + p)r, @ + f(u),p) + termes d’ordre r?

on Ty = reosy, g = rsing. (En fait nous avons simplement décrit la partie linéaire de
# en coordonnées polaires.)

La transformation qui va suivre est plus compliquée que les précédentes, et exige en
plus la condition (génériquement satisfaite)

(e) f(0) # 2xk/¢ pour tout k,€ < 5.
En ce cas on peut transformer ¢ en une forme “simplifiée” :
bu(r,0) = (14 w)r = Fi()r* 5 + falp) + fo(u)r?) + termes dordre 7.

Dans ces coordonnées @, est C*, mais ¢ = (@p,p) est Cck1,
On va démontrer I'existence de cette transformation au paragraphe suivant.
Soit
3 2
Nou(r,0) = (1 + wr = i(w)r®, ¢ + fa(p) + f2(0r7) -

Nous supposons en plus de ce qui a déja ¢té posé :

(f) f1(0) > 0.

Ceci correspond au cas de attracteur vague. On a alors le

Théoréme 8 : Soit ¢ aw moins C®, et supposons que ¢ satisfait a (a'), (V'), (¢'), (d')
et (¢), et que N¢ satisfait ¢ (f). Il existe alors une famille de cercles atiractifs invariants
de ¢, un et un seul pour chaque u en 0 < u < ¢, pour un € convenablement choisi > 0.
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Démonstration : L'idée en est la suivante : L'ensemble £, € = {u = fi(g)r?}
dans I'espace (7, ¢, ;1) est invariant sous N¢@. ¥ est en effet attractif pour N¢, parce que

(N (r))r =1 +1(e - fi(1)r?) qui est plus grand que r, pour r < /s/ fi(0).

(No),
plan p=const. >0

\!wf;(u)

Nous voulons alors montrer que {¢"(Z)}7%, est une suite de variétés qui converge. pour
i assez petit, vers une variét¢ invariante. (Notez que I est un cercle dans chaque plan
jt = const.)

Pour démontrer la convergence de la suite {¢" £}, nous considérons I'ensemble
. /"
Us = {eoum Ir 0 et L€ (G0 - A0 + 0]}

avee 6 << fi(y). Dans un plan ¢ = const, Us et £ ont I'aspect suivant :

Us

(1) ‘\'O(Lg) c Us.
Ceci est évident. Soit p par exemple sur le bord de Uy, p, la composante radiale de p @ par
exemple p. = pM2/(fi(i) — §)1/2. Alors par définition de No,

Na(p)r = pr- (1 + 1) = A1) P
pr A P2 A(p) = 8) - filu)p}
= p, — &p}.
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Donc dans ce cas Né(p), est plus proche de £ que p,. Les autres cas sont similaires.
(2) Le point a noter ensuite, est que ¢, a la méme propriété que N¢, si p est assez
petit. En effet (¢,), < (Né,)r + Cr® avec une constante finie C. Alors, si par exemple
e = W17 /(i(w) + 6 .
(8u)r(pP) < pr+ép; + Cp;

et ceci est plus grand que p, si |C|p? < %, ou p? < 71%1 ou p < (fl(/t) + é)ﬂ%T

On établit facilement une borne p; pour u tel que des relations similaires a celle
explicitée au-dessus soient uniformément satisfaites dans

U, =Us N{0 < p <1} : ¢(Usp,) C Vs, -
(3) Une conséquence particuliére de (2) est que pour
La=Zn{0<pu<m}), ¢"(XE,,)CUs.

Nous considérons a présent un plan g = const. u < gy dans espace (r, 9, ).

Us N {1 = const}

Z N {W=const}

lim ¢*(Z)

n—»eo

(4) Nous aimerions voir que ®"(Z) a une limite lorsque n tend vers 'infini. Pour ceci, il
est utile de regarder la “pente” des vecteurs tangents au plan g = const. Cette pente cst
X,
X

définie comme suit : si X = X,a—ar + X‘p%, alors la pente est | , st X, =0, la pente

n'est pas définie.

o=

(5) Sila pente de X est inférieure a 1 et si g < min(y;, u2), alors la pente de (AN®)X est
inférieure a (1 — K ).
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Remarque : Le vecteur X est donc aplati, c’est-a-dire qu’a la limite n — oc on
évitera des oscillations trop fortes.

Démonstration :
(L+p)=32fi(n) O T,

(dN®)(X) = 2f3(p)r 1 z,

et la pente est donc

[(1+p) =3fi(w)r’)a, l‘ <
2fs(u)rz, + 7, ul~
Tr (I+pu) =3f(wr*| | o Y
Tep 2fs(w)gzr +1 Tou|

I’affirmation est démontrée si nous pouvons montrer que le deuxi¢ine terme est plus petit
que (1 — Kpu) pour i assez petit.

(1 ) = 3f1(pe)r? (1'+'/‘)"3f1(i‘)/l e

Y < <
12| fa(p)|pr 1= 2| fs(pe)lper
< 1—p G filw) > gc'(égf)(m)).
1- 2| f3(p)|pr filw)+86 — 3 2
Le dénominateur peut étre estimé comine suit :
4
Si fs = sup |fs(p)], alors 1 — 2| f3(u)|pr > 1 — g pour p < jiy. gy = (h—(’;¥> .
0<pu<uy
Donc
v < ——E (1K) sips<
_1_115/4_( W) st < g

py = min(uy,(1- K)*py) (0< K <1).
Ceci démontre (5).
(6) La propriété (5) est aussi valable pour d¢,, avec u < min(uy, pi3) = .

En effet ¢ et N ¢ ne se distinguent que par des termes d'ordre 73 et ces termes peuvent
étre rendus arbitrairement petits par rapport aux termes d’ordre 0 a 4. si r est assez
petit. Mais comme pour r € Us r < M2 /(fi(p) — 6)1/2 il est aussi possible de faire r°
arbitrairement petit en posant g < p3.

(7) Notez encore que la pente de T est nulle, donc la pente de ¢7% est plus petite que
(1 = Kp) pour tous les n si p < pug.

Nous définissons a présent fn () par

S"(Z, )N {p =const. < pg} = {faul®) v}
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fa,u est donc le rayon de I'image de ¢™ & 'angle .

O™(EZ, ) N (K= const. < )

La fonction f, , est unique, si I'on exige que

Faal9) € [ 1CA G0 + 82, W[ ful) = 6)72] Vg,

Par construction, "U—d"& <u
' ¢

(8) Nous nous sommes intéressés a la limite de f, , pour n — oo. Il n'est naturellement
pas possible de dire quelque chose sur la limite de f,, () pour ¢ fixe puisque ¢ change
non sculement le r, mais aussi le ¢.

Cette difficulté nous amene a utiliser la construction suivante. Soit g donné, et

pr = (falwo)iwo, ), Py =¢(p1) = (r1, 01,10

P2 = (Faaa(wo)iwo i) o Py = é(p2) = (r2.02, 1)

Nous voulons alors comparer fni2(01) @ far1(p1) = 1.

La distance |r; — fag2(1)| va étre estimée par de bornes sur |r; — ry| et la différence
[fnt+2(91) — r2], qui sera majorée en utilisant la majoration sur la pente de la courbe

fn+2(')'
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[
(l:frlvlupl}j.

Jara)
frl“'pI]]

Estimons [r) —ry|. Soit 21 = fr ,(v0). T2 = frns1,u(w0). Nous ne faisons l'estimation
que pour l'application N¢. le passage a ¢ étant toujours du méme genre.

ING(x1)r — No(22)e] =

= (14 p)(zy —22) — Hilp)xy -z =
=ay — x| (1 4+ p) - fi(p) et 4 zyop + 1‘%)[ =Y

Come nous sommes en Ug, o2 > T > i =1,2s6< fi(41)/2. Done

frlp)+ 3filp):
Y < lry— 7ol 14— 2 fi(p) =t 30
< —x (= = 1) —— -
M AT
<oy — g |1— g (pe < 1)

On a donc pour 'application N ¢
[71 - 72] S(1 = 1) 1fn w(0) = frtru(w0)].

et par une restriction g < min{pq, ps) on anra lry —ro| < (V= Ky ) | fo u(w0) = frt1,(90)]
pour 'application @,,.
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Estimons @1 — @[, aussi pour N¢ seulement.

i1 — @2l = |wo + fo(i) + fa(1)f3 u(00) = wo — fa(1r) = fa() f2 4y (w0}
< Ufs() 1F2 (00) = fhir u(w0)l
< f()l | fnulo) + frrr,u(@0)] [fau(0) = fas1,u(s0)l

172
< AW (75=5) Unslon) = Fussstiool

< #]/21\’2 Ifn,u(‘rjo) - fn+l,u(‘r°0)| .

Nous sommes donc préts a estimer |fn41,,(¢1) — fat2,.(91)| en utilisant encore la borne
d
dp (fn+2,;1(<,9)) <u

[fra1,u(01) = fasr2u(@)] S =2l +ir2 = fag2,.(1)] <

d
< (1 = Kyp)lfnu(wo) = favru(wo)l + | 01 -- 2] sup |’(Ff:.+2.,‘($)| <
s Uy

< (o) = Farr (o)l [1 = K+ Kop*l?]
< K | fau(®0) = fat1,u(v0)l

. 2 .
avec K3 < 1s1 g <min (;14,;15,;16,(%.1;) ﬁ‘-}) = 7.
7

autres bornes antéricures

Ecrivant alors p(n,n + 1, 1) = max (| fa,u(®), fat1,u(p)) on a
@

p(n,n+1,u) < KPp(0,1,1) Vu< pret Ky <1

Ceci démontre I'affirmation de (8) : Les courbes f,, ,(-) ont une limite lorsque n — oc.
(9) Remarques :

- La famille des courbes fo , est continue, puisque foo , dépend continiment de y grace
a la convergence uniforme.

- Sipest fixé, p < p7, foo, n'est pas seulement continu mais méme Lipschitz, parce
que foo , est la limite de fonctions a dérivée bornée (par p).
Cette observation permet d’utiliser un résultat de Hirsch, Pugh et Shub (13} :

Si ¢, est C7 pour chaque y alors il existe un 0 < pg < 7 tel que foo, est C7 pour
< pg, pt = const.

* Pardon : Ne pas confondre f}, fz etc avee fr, (o)
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Cela vient du fait que pres de u = 0, la contraction dans la direction r est plus forte que
la contraction dans la direction ¢. Remarquons encore que les “cercles™ deviennent
moins et moins différentiables lorsque g — u7; ce comportement est typique dans de
telles situations.

- L'unicité de f, , suit du caractére attractif de I’application ¢ pres de T.

Ceci complete la démonstration du théoreme 8.

6. Attracteurs étranges “prés” d’un champ de vecteurs constant.

Dans cette section, nous allons construire un champ de vecteurs sur le tore T*, & = 3,
qui est voisin a un champ de vecteurs constant donné - voisin au sens de la norme C¥~1. Les
points récurrents de ce champ vont former un ensemble de Cantor. En &k > 4 dimensions
on peut le construire de fagon que cet ensemble soit attractif.

Théoréme 9. Soitw un champ de vecteurs constant sur le tore T* = (R/Z)*, k > 3.
Dans tout voisinage C*~' de w 1l existe un ouvert de champs de vecteurs qui ne sont pas
Morse-Smale, ¢’est-a-dire que leurs points récurrents ne constituent pas un nombre fini de
points fizes et d’orbites fermées.

[dée de démonstration :

Le tore peut ¢tre représenté par un cube dont on identifie les faces. Nous donnons sur
une des faces un difféomorphisme qui a comme points récurrents un ensemble de Cantor
(cf. aussi la page 8). On interprete cette application comme l'application de Poincaré d'un
champ de vecteurs dans le cube. 1l nous faut encore appliquer le cube sur le tore pour
obtenir un champ de vecteurs qui est “presque” paralléle au champ de vecteurs constant w.
Ceci se fera en allongeant le cube (tout en conservant son volume) et de 'enrouler autour
du tore.

Nous faisons un dessin en 2 dimensions. (Notez qu’en vérité les courbes intégrales ne
se croisent pas en 3 dimensions.) La “face” du “cube” est alors I'intervalle {0,1].

Le difféomorphisme applique I = I en “croisant” les points de facon qu'on ait des
points récurrents formant un ensemble de Cantor. La suspension en a 'aspect suivant :

Ceci est allongé

et on voit que les courbes sont presque paralleles. Il faut alors “tourner” le carré autour
du tore de telle fagon que le champ ainsi construit s’approche du champ donné w.

Démonstration : Nous prenons k = 3.
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Soit w = (wy,wz,ws) et sans perte de généralité 0 < w; < w; < w3. Nous approximons
w par un champ & composantes rationnelles (pour mieux pouvoir “tourner” le cube autour
du tore).

(1) Etant donné € > 0 on peut choisir w’ de telle fagon que lw' —wll, = llw' —wlly < /2
ctwy >0, 0< 3 = ’;—: <1,0< 3% = 5—;‘ < 1loupi,g i=1,2sont des entiers et p1qy et
3 3

p2¢q1 n'ont pas de diviseur commun. En plus % < qifg2 < 2.
Construction de p;,p2,q1,92 ¢

Nous choisissons g = 2™!,¢p =2 3™2,p; = 5™3. Soit wj = wy. Il existe m;, my3 tel que
y 3

573wy
7T 7wy

< £, et ceci est méme vrai si 'on exige m; > M, ol M sera déterminé aprés.

Il existe alors un my tel que % < 2™ /3™ < 2 ; en effet il faut choisir m,

—I—L('"‘_o;);° Lem, < —1——L(m‘t;);° 2 (notez que Eé%.Q >11.
Supposons que M > log(240/¢)/log2 (Hourra !)

Alors 3™2 > %0. Utilisons a présent que dans chaque intervalle m;,m +1,...m + 29
il y a au moins un nombre C tel que C n’a pas de diviseur 2,3,5.

On choisit alors C’ de telle fagon que

E . . . ms
3 o < —,ceci est possible puisque 32 > 240/¢.

Cl wo
=g

Pour obtenir un nombre C qui n’a pas de diviseur 2,3,5, il faut changer C’ au plus par 29.
On trouve donc

J c (5]
3m2 w3

3m7 w3

'C’ u)g! ‘29’

Cect termine la construction.

(2) L’application de la face en soi-méme. Nous définissons une application de
1 2
A(O) en A(1), A(xf’) = (II)I%I«'S) ) 5 <r;<g,1=12%,

qui est appelée “difféomorphisme du fer a cheval” (horseshoe) (c¢f. Smale). Nous nous
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abstiendrons de définir ce difféomorphisme en formules, mais nous le dessinons

?L = =

applati

r—---

—_———

\Ic carré original

l'itéré de cette application donne

et l'inverse donne

1
 ————
Q
e
—
J
N [ -
l'inverse

Un argument comme a la page 9 montre que l'ensemble des points récurrents est un
enscmble de Cantor.

Remarque : Il existe des points périodiques de n'importe quelle période donnée (cf.
Smale pour des détails).

(3) Définition du champ de vecteurs dans le cube. Soit f(£) I'application construite
sous (2), et complétée a un difféomorphisme du carré unité de telle facon que les voisinages
des bords du carré soient fixes.
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Xq
‘LA QU Ql

X

Nous construisons alors un champ de vecteurs.
X = (X,1) tel que Dx1(€,0) = (£(£),1)

0,
fE)

-

XgI /z ___1"_
Qo

(4) Nous allons a présent appliquer le cube unité sur le tore T (identification des faces).”
Soit ¢ 'application naturelle du cube sur le tore

g9(z1,22,23) = (21,72, 23) (sur le tore)

et h(z,,z2,23) = (-;’—f + pigaz3(mod 1), 22 4+ pygiz3(mod 1), g1, g2x3(mod 1)) Notez que

' g2
h préserve le volume. Soit I° le cube unité. Alors gI® = T2, par définition, mais aussi
RI® = T3 et il eziste une application unique inverse h=! sur le cube I ouvert™™ (et

naturellement aussi g~').
En effet, si h(z1,z2,23) = h(y1, 92, y3), ilsuit 2y =y , 1 =1,...3.

Démonstration : Nous avons ¢, ¢,r3 = q1¢2y3 {mod 1), donc

T3 —y3 =n/qq.

Nous avons aussi
Ty )]
— — == +p1g2(z3 —y3) (mod1) =0
91 U]

* Cette identification est possible puisque le champ X est constant sur 9Q, x [0, 1].
** (seulement sur le cube ouvert, parce que les faces doivent étre identifiées d’une fagon
compliquée selon k).
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donc
1 =

3]
ouz; —y1 + P1q1g2(z3 — y3) + a0’ =0
ouz; —y +pin+qn =0,

+p1g2(z3 —y3) +n' =0

mais comine p; et ¢, n'ont pas de diviseur commun, ilsuit n = n' =0, r, = y;. et 23 = y3.
L’argument pour z, et y; est analogue.

QE.D.

(5) Construction du champ de vecteurs Z proche de w?.

Soit ¢(z) = hog~!(z), ¢ est univoquement déterminé. Nous définissons Y (#(z)) =
[dé(z)]X (z) ot X est le champ de vecteurs construit sous (4) et

‘11_l 01 P192
[de(z)l =1 0 ¢ poga (*+)
O 0 q192

Soit Z = (q192)"'w} Y. Nous devons estimer

1Z - 'll2 = sup N

pilpl<2
NP =sup sup [DPZi(y) - DPwl). ()
yeT? i=1,23 '
D¢* est une différentiation d’ordre p. Nous voulons prendre le sup dans le cube I3, c’est-
yeT?
a-dire sup , y = ¢x z € T°. On peut donc revenir aux variables du cube en utilisant :
yERI?
q 0 0 )
— = 0 0 0 -
a - Oz
v - P2 (9,92)7!
(inverse transposée de la matrice (*#)) et donc
stp‘a <(q1 + )sup’é)’
1p | =— ’ —.
i | Oyi 1T 2) SR 5y,
Calculons alors Z,(y) — w; :
Zy(y) — w) (11::X1+P1<12 qufi
Zo(y) ~wp | = (@@) "oy | @' Xe+paqr | -wi | p2gy
Z3(y) — w3 4192 1

_l -

X

o

=(q192)" w3 | 92 X2
0
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(nous avons utilisé X3 =1 (par construction)).

On a donc :

- 1 .
N < (q1a2) wi(a + g2) sup. (q—) Xl
=1, i
et finalement , ) sa1c s
12 - w'll2 < (@192) (a1 +92)"F w3l X|2)
- €
< (201)7*(301)° WAl X o] < 5
si ¢ > M'. Nous ajustons donc la constante M de la page 37 en conséquence. (Nous

avons aussi utilisé 3 < ¢1/q2). Ceci compléte la démonstration du théoréme 9, puisque la
stabilité de Pensemble de Cantor suit comme a la page 10.

(6) Remarques : La généralisation a k£ > 3 dimensions est immédiate par un choix de
plusieurs nombres premiers. En remplagant le horse-shoe difféomorphisme par I'application
d’un 3-tore en soi-méme comme a la page 9-10, on obtient méme le résultat

COROLLAIRE 10. Soit w un champ de vecteurs constant sur T k > 4. Dans chaque
voisinage C¥~1 de w, il eziste un ouvert de champs de vecteurs avec atiracteurs étranges.

II1. Applications

7. Bifurcation de solutions stationnaires.

Dans cette section, nous aimerions appliquer les résultats du chapitre précédent a la
bifurcation des solutions stationnaires des équations de Navier-Stokes. Ceci veut dire que
nous cherchons des solutions x de X ,(z) = 0.

L’équation de Navier-Stokes s'écrit

Ou; 3 Ou; 10
W+j;ztj£j_—;£p+uAu,-+F, (1)

avec la condition d’incompressibilité

3
g
uj—u; = 0. (2)
; JaIJ J

Si 'on tient compte de la diffusion de chaleur (mais non pas de la production de chaleur
par le frottement), alors on a I'équation

3

Z ung = KAT. (3)
J

=1
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Nous verrons plus tard qu’a cause de la condition (2) le terme di1 a la pression ct d’antres
termes gradients disparaissent.

Le terme F; (la force) est une fonction de la position z et de v(x), T(x). Nous voulons
tenir compte en particulier des effets gravitationnels dis aux différences de densité causées
par les différences de température. Dans I'approximation de Boussinesq ceci s'écrit

Fi=(0-uT —T))g,' (4)

ou g; est le vecteur de l'accélération gravitationnelle. T est une constante arbitraire qui
n'influence pas la solution de I'équation comme nous verrons plus tard.

Les équations (1) et (3) sont encore complétées de conditions aux limites : ceci revient
a fixer la vitesse v et la température T au bord du volume occupé par le fluide. Le
parameétre de bifurcation apparait dans ces conditions aux limites (vitesse angulaire du
cylindre, température cte.) et dans le terme F.

Nous supposons qu’on connait une solutton particuliere (u[]’. T)“) de (1) - (4) satisfaisant

aux conditions aux limites. On peut alors travailler avec ’équation pour v’ = u—u?. T’ =
T — T° avec des conditions aux limites plus simples.

Il est peut-étre utile de rappeler qu’il existe des situations ou on connait vraiment une
solution. Voici quelques exemples :

1) Le probleme de Taylor (flot de Couette). Cette situation a été décrite a la page 1. La
solution 2 laquelle nous faisons allusion est celle ou le fluide fait une siuple rotation
autour du cylindre intérieur, sa vitesse ne dépendant que de la distance de 1'axe.

2) Le probléme de Bénard.

On a une couche de liquide qui se trouve entre deux plans paralleles infinis.

/ <~— liquide

b

Le plan 2 est chauffé, le plan 1 est refroidi. Il y a une solution ou le liquide est au
repos mais ol sa température varie en fonction de la distance du plan 2.

Remarque : Les deux systémes décrits ont une symétrie (aze des cylindres, translations des
deuz plans). Il est important de noter que ce fait peut changer le caractere de généricité
d’un point critiqgue. Ce probléme sera discuté d la section 8.

Le but de notre étude sera de trouver quelques propriétés sur le spectre de la partie
linéaire de 'équation pour u’ et T'.

Notons d’abord cette équation :
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Si u?, T est une solution de (1} & (4) et si o/ = u—u®, T = T —T? alors les équations
pour »’ et T' sont :

' 1
Au_,:y[ (p—po)+2(uk u! +u,ca )+
+aT'gJ+Zu'k ]
k=1
1[< d
' ' 0 I
AT k[kzl( k5o T + _a T) (5)

avec la condition v’ = 0, T' = 0 sur le bord dD dc¢ D. 1l faut choisir astucicusement un
espace, dans lequel la partie droite de (5) fait un sens.

Soit H ’espace de Hilbert des fonctions (U, T) : D — R* qui sont de carré intégrable et
qui ont des dérivées premieres de carrés intégrables. Soit H la fermeture en H de V'espace

H des fonctions a, T différentiables & support compact et satisfaisant a Z Oiij/0z; = 0.
5=1
Soit A la plus petite valeur propre de —A avec conditions zéro aux limites dans D.
Nous supposons que A > 0. Il est connu que A > 0 pour des régions bornées ou des
“bandes” (comme dans ’exemple 2)). Le fait que A > 0 est utilisé pour introduire une
nouvelle norme dans H : En effet, si ¢ est différentiable & support compact en D, alors

/dw < - /dzé(%)2. (7)

En vue de ceci, la norme originale de H, donnée¢ par

/dziu‘f(z) NETSy (22})2 @)+ (g—z)l (x)
J

1=1 1,3=1

est équivalente a la norme de Dirichlet

1/2

(e, T)|| = /Z (ZZ:) (x)+<%’;)2(z) dz| = ((,T),(w,T)"?.

C’est cette norme que nous utiliserons dans la suite.

Nous considérons maintenant des solutions de (5) dans le sens faible : Nous voulons
que (5) soit vrai avec la condition v’ = T’ = 0 sur D aprés multiplication avec un
(¢,6) € H quelconque et apres intégration.
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Ceci nous donne 1'équation

3

{(2.6). (2 /(11 ZQJAu + AT =
D

1=1

3 3 ,
1 '
= [ e ;Z(om’f)'(“2”’“*“9“‘

k=1 =1
LN o gt - o
+}‘ 61‘: (“L +le - l/ ;yl(}] +
3 3
1 g ., 1/ 0 ¢ o
.{-/;)dzg ;;(0—“‘%)11;&1]4 T <OTA9> u T (6)

Nous avons fait passer les différentiations sur les fonctions ¢ et 8 ; le te
'

po) disparait ainsi. La premiére intégrale dans (6) est lincaire en ', 77, la deu\l( m( est

quadratique.

Nous supposons que 112 et T® € L*(D) : les deux intégrales dans (6) peuvent alors
étre écrites comme

((9.0). L', T et {(4,6), Q(u'.T"))

ou L et Q sont des opérateurs continus linéaires et quadratiques sur /[ respectivement.
Nous allons & présent montrer ce fait.

Lemme : 51 est C™ et de support compact, alors

/wdxg{/dw] /dt}dl(ajl> . (8)

(Ceci est une inégalité du type de Sobolew. Il faut utiliser le nombre de dimensions
d’espace.)

(N1

A cause de (7) 1] suit que
/Q(1L<—— /(1%(611) . (8a)

ol nous avons donc utilisé la restriction sur D mentionnée a la fin de la page 43.

Regardous alors un terme typique de (6) :
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Lemme : Soient ©,v C™ ¢ support compact dans D et u; ¢ LY(D), ou p,u; C* 4
support compact dans D et i € L*(D). Alors
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Nous avons utilisé 'inégalité de Schwartz.

Grace a (9) il y a une injection naturelle de H dans ’espace de Hilbert des fonctions
D — R* de carrés sommables et grace a (8)) il y a une injection naturelle dans Pespace
des fonctions L* de D — R*. Si D est bornée, ces injections sont complétement continues
(Théoreme de Rellich et par (8)), il en suit que L et Q sont complétement continus.

Notre conclusion finale est la suivante : Si (u®,T7) est dans l'espace L* des fonctions
D -+ R*, et si D est bornée, 'équation (6) peut étre rééerite comme

z=Lr+Qz

dans Pespace H, ¢t L est linéaire et complétement continu (et donc de spectre discret) et
Q est quadratique et continu.

Nous avons donc établi une propriété sur le spectre de L dont nous aurons besoin dans
le théoreme suivant. Nous allons d’abord énoncer le théoreme et ensuite nous 'appliquerons
au flot de Couette.

Théoréme 11 : Soit H un espace de Banach avec norme C", 2<k<ocetg, un

difféomorphisme de H tel que ¢,(0) =0 et (z,p1) — ¢,(x) est C* de H x R dans H. Soit
L,= [d¢p]0 s Ny=¢,-L,.

On suppose que L, a une valeur propre simple X(,), isolée et dépendant continiment de
i, telle que A(0) = 1 et (dA/du)(0) > 0. On suppose que le reste du spectre se trouve
a lintérieur du cercle unité {z € C : |z| < 1}. Sous ces hypothéses, on peut tirer les
conclustons suivantes :

(a) I eziste une famille & un paramétre (une courbe € de classe C*~1) de points fizes
de ¢ : (z, 1) = ($.(z), 1), prés de (0,0) dans H x R. Les points fizes et (0,u) sont les
seuls points fizes de ¢ dans un voisinage de (0,0).
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(b) Soit z (resp. z*) un vecteur propre de Ly (resp. de son adjoint L dans le dual
H* de H ) d valeur propre 1, tel que (z*,2) = 1. Supposons que pour tout a ¢: R

(2", Noaz)=0. (11)

Dans ce cas, la courbe £ de (a) est tangente d (2,0) en (0,0).

Démonstration : Nous utilisons le théoreme de la variété centrale. ¢ a deux vecteurs
propres a valeur propre 1, ce sont (z,0) et (0,1). Il existe donc une variété a deux dimen-
sions, V', qui est tangente a (z,0) et a (0,1) en (0,0) € H x R. V'© est invariante sous ¢
et contient tous les points fixes de ¢ dans un voisinage de (0,0).

Appliquons alors la machinerie habituelle : On choisit des coordonnées (a,u) en V¢
telles que

é(a, 1) = (f(o, 1), )

olt f est une fonction R x R — R avec f(0,u) =0 et %(0,;[) = A(u). Les points fixes de
& dans V¢ sont alors donnés par les solutions de &« = f(a, ;). On a d’abord les solutions
évidentes (a — 0, ). Pour trouver d’antres solutions, on considére la fonction

gla, ) = flap)/a -1

dont il faut chercher les zéros. Par le théoréme de division, g est C'*~1. Par construction
f;’f‘-([),()) - 5—;‘(0) > 0. Le théoréeme des fonctions implicites nous fournit alors (a).

Il nons reste a4 montrer (b). Soit (,0) € V. On peut décomposer = - az + y, ou
(z*,y) = 0. Puisque V¢ est tangente & (2,0), on trouve que

r=az+ 0@ on y=O0(c?).
\ ) Y \ J

Puisque (2*,2) =1on a
l 3

f(@,0) = (", do(az +y))
= (2%, Loaz + Loy + Ny(az + y))
=a+ (2°, Loy + No(az + y))
=a+ (2%, Loy + Noaz) + O(a®).

(Nous avons utilisé que y = O(a?) et que Ny n’est pas linéaire). Par hypothese (2%, Ngaz) =
0 et par construction

(27, Loy) = (Lgz",y) = (z7,y) = 0.

Il en suit que

fl@,0) = a4+ 0(a?) et (12)
fla,p) = a(Mu) + 0?)
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ot 0? sont des termes d’ordre 2 en p et a. La courbe des points fixes de ¢ introduite sous
(a) est alors donnée par

Mp)+0* =1 (13)

Ceci implique (en approximant A(u) = A(0) + (g—;\;) (0).p + O(®))

(g_i) ()= 0% et donc
(g_i) (0)- = O(a?) (14)

(1(a) ~ ap(@) + u(e)? +o® = p(a) ~ a + O(a*).)
Mais (14) signifie que g = O(a?) sur la courbe ¢ qui est donc tangente & (z,0).

Ceci complete la démonstration du théoreme. Il est possible de pousser 'analyse de
la courbe £ un peu plus loin :

Il suit de (11) et de I'invariance locale de V¢ que
do(az+y) = az+y+0(a®).
(Cf. aussi page 46 en haut.) Par définition
do(az +y) = aLoz + Loy + No(az) + 0O(a®)
et donc on a en combinant les deux expressions pour ¢g

y = Loy + No(az) + 0(03) ou
y = (1 - Lo)~" No(az) + O(*).

On peut donc améliorer (12)
f(a,0) =a+ (z*,No(az + (1 — Lo) ' No(az)) + O(a*).

On peut alors calculer le coefficient A de o de f(a,0). (14) devient alors, a des termes
d’ordre supérieur pres

oA ;
[—(0)] p+Ac? =0.
Ou
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On peut alors décrire le comportement de la courbe ¢ prés de (0,0).

L i
A
-\ - e
< | ==
== el e e =
- | =
o [0
> - | — N
S e - =
- | - - | - 2
(0, )
A>0 A<0

Les fleches indiquent le caractére attractif ou répulsif des courbes.

Remarques :

- Si la courbe € n’est pas tangente a (z,0) (condition (11) pas satisfaite) alors on a
I'image suivante :

A

o
—->

- Si on ne suppose pas que le reste du spectre se trouve dans {z € C: |z < 1} mais
I 1 I 1]
seulement dans {z € C, |z| # 1} le théoreme reste valable mais on perd les résultats
sur le caractere attractif des points fixes.

- Ces résultats sont d'un type bien connu, mais ils ont la particularité de montrer en plus
que les points fixes dépendent de maniere différentiable du parameétre de bifurcation.
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L’instabilité de Taylor du flot de Couette [Cf. p. ex. C.C. Lin, Hydrodynamical
Stability.]

Les équations pour une déviation stationnaire du flot de Couette sont de la forme
u = R(Lu + Qu)

dans un espace de Hilbert H de champs de vecteurs u entre les deux cylindres. Ici R est
le nombre de Reynold, L un opérateur compact (H — H) linéaire, et 2 un opérateur
compact quadratique. En plus on a imposé¢ une symétrie rotationnelle de .

r

Siw, >0, wy 2 0et wlr'f > W')Tg alors on trouve que pour toutes* les valeurs de la
période des solutions dans la direction de 'axe de z, le spectre de L consiste de valeurs
propres réelles, positives et simples. Soit Ay la valeur propre maximale de L. Soit alors
k > 2. Nous considérons 'application C* H x R — H x R définie par

(u,R) = (R-(Lu+ Qu),R).

Le point fixe (0,A]") a alors unc variété centrale a deux dimensions et on trouve par le
théoréme 11 une famille & un paramétre de points fixes.

8. Points critiques d’un champ de vecteurs en présence d’un groupe d’invariance.

Notre discussion de la bifurcation pour un systéme donné que nous avons menée au
chapitre I était cn partie basée sur le concept de généricité des points critique, c'est-a-dire
qu’on décidait, par exemple, (page 13) que le cas ou une valeur propre réelle simple traverse
l'origine ¢tait non-générique. Constructivement ceci dit que 'on peut changer équation
en question de tres peu pour obtenir une autre situation.

Si I'on impose a I’équation en question une invariance sous un groupe il se peut
que les changements nécessaires pour partir d’une situation particuli¢re (par exemple une
valeur propre réelle traversant zéro) sont incompatibles avec les restrictions imposées par
I'invariance de I’équation sous le groupe donné.

*

a un ensemble dénombrable de périodes pres
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La conclusion de cette discussion est que

l'invariance sous un groupe peut changer le caractére générique d’un point critique.

Dans cette section, nous discuterons quelques exemples. Soit X' un espace de Hilbert
réel et U une représentation linéaire orthogonale du groupe G dans &'. Nous ideutifierons
I'espace tangent de X 4 X'. La condition d'invariance s’écrit

X(U(g)x) =U(g)X(x).
ou r € X. X un champ de vecteurs.
On trouve par un calcul simple que la matrice Jacobicnne

. 0x)
)= Gk

satisfait & U(g)4d = AU(g)(*). Le champ linéaire associé & A est invariant par U et ceci
implique que (*) est la seule restriction sur la matrice Jacobienne provenant de I'invariaunce
du champ. Si 0 est un point critique (X(0) = 0) sa nature va étre restreinte par (*).

Nous donnons maintenant des exemples.
Exemple I.

Soit G le groupe multiplicatif a 2 éléments notés {1, --1}. Soit X" de dimension finie.
Soit € = 1:1. On peut réduire X = Xy @ A tel que U(e) = Ui (e) D U(e). Iei U4 est la
représentation triviale, /_ la représentation fidéle.

La condition d’'invariance s'éerit
X{U(-Nz) =U(-1)X(2). (+)

Il s’en suit que X(0) applique dans X4 et non pas dans X_. Nous supposons .Yy = 0, d'on
on a que 0 est un point critique de X et aussi que (x) devient

X(-2) = -X(2).

La matrice Jacobienne n’est soumise a aucune restriction par la condition d'invariance.
On peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme : Soit G = {4+1,-1} et U(£l)r = +az pour x € X. Soit F: V' xR - ¥
continu et so1t F(—x,u) = —F(x,u). Soit A(u) la matrice Jacobienne de F(y). Sty est
dans un voisinage de 0, nous supposons que A(y) est une valeur stmple de A(y) dépendant
continument de j et A(0) = 0, %’5‘(0) > 0. Nous supposons en plus que 0 est la seule valeur
propre réelle de A(0).

Sous ces conditions, il eziste un voisinage de (0,0) dans X' x R tel quil existe une
famille ¢ un paramétre de points critiques :

T = (2(7) ().
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x(.) et u(.) sont continues, x(7) = —z(-71), u(r) = pu(-71). Il n’y a pas d’autres points
récurrents que (2(7), (7)) et que (0,0) dans le voisinage de (0,0).

Pour la démonstration on utilise le théoréme de la variété centrale ; on travaille ensuite
en deux dimensions et on applique le théoréme des fonctions implicites.

Les points critiques :

e 1L

On a donc une bifurcation des points critiques qui n’était pas présente génériquement au
cas sans invariance sous G.

Exemple II.

Ici G est le groupe additif des réels. Soit &' de dimension finie, la représentation U est
compietement réductible et consiste en des composantes irréductibles du type snivant :

(a) Si 7 € G. il y a des représentations & 2 dimensions V,,,
Va(r) - (C?S(XT —sina-r) >0
sinar  cosar
et
(b) Vo(7) = 1, (uni-dimensionnel).
On a donc
XZX(]':T)(GB Xn) ’ ‘k’u:RZ(X'ya
a>0
tel que si Uy, U, sont les restrictions de U a Xy, .X,, alors
Uy = 1y, Uy =V, 1y,.
De la condition X (U(r)r) = U(r) X(z) il suit que X : X — X, et aussi que la matrice
Jacobienne A de X se réduit
A= AO @( b Au)
a>0

B, -Ca\ .
n= (B &) o
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On a alors le résultat suivant :

Soit Xy = 0. Alors 0 est un point critique de chaque champ X invarient par G.

Génériqguement, les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont tous non-réels.

__ . . B, -C .
Ce résultat suit du fait que les valeurs propres de ( h B @ ) sont B, +:(C, et que.
a

Cu

génériquement, C, + 0.

(1)

[10]

(1)

(12]

(13]
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