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Les notes qui suivent correspondent a cinq semaines de cours que j'ai fait a Lausanne

an printemps 1970 dans le cadre de la CICP. La matiere des exposes a ete fournie principale-

ment par un memoire ecrit en collaboration avec F. Takens (On the Nature of Turbulence,

a paraitre). Le but que j'ai poursuivi a ete de demontrer l'importance pour la physique

des methodes et resultats recents de l'analyse globale. L'extension de l'analyse globale aux

varietes a un nombre infini de dimensions ne pourra que renforcer cette importance.

La redaction des notes est due a J.-P. Eckmann qui s'est attache a produire rapidement
un texte utilisable par les auditeurs. 11 1'a fait avec enthousiasme, parfois avec humour, et

je 1'en remercie.

Geneve, le 15 mai 1970.
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Premiere lecon.

Revue des Phenomenes Typiques des Systemes Dissipatifs.

Nous considerons quelques exeinples typiques de fluides visqueux.

1) Soit donne une boite, remplie d'un fluide visqueux. Alors, s'il n'agit aucune force sur
cette boite, le liquide va se trouver apres tin certain temps dans 1'etat d'equilibre. L'action
sur le systeme sera parametree clans tout le cours par la variable p > 0. It = 0 signifie que
l'on n'agit pas sur le systeme.

2) Nous considerons le systeme suivant : Soient donnes deux cylindres infiniment longs,

coaxiaux.

On suppose un liquide visqueux entre les
deux.

Nous faisons 1'experience suivante :

Le cylindre A est fixe, le cylindre B est tourne avec une vitesse angulaire p. Il n'y a pas
d'autres forces.

Alors si y = 0 le liquide en equilibre est an repos. Si p est assez petit µ < t1 alors le

liquide est daps un etat stationrta.ire :

11 n'est pas an repos, it "tourne" autour

du cylindre B avec une vitesse v(r) con-

stante dependant seulement de la distance

de l'axe de rotation. Sur A, v(r) = 0.

Sur B, v(r) = vitesse de la surface de

B.

Cet etat stationnaire s'a.ppelle "ecoulement de Couette".

Si it est encore plus grand, It > µt, on aboutit a la formation de "cellules de Taylor".
C'est-a-dire qu'en plus du mouvement de rotation horizontal it apparait un mouvement
circulaire clans le plan vertical.
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Le mouvement du fluide est donc toroidal.

Les "couches" toroidales sont appelees
"cellules de Taylor".

N.B. La symetrie du systeme a change.

A B B A

La raison physique qualitative pour ce phenomene est la force centrifuge.

Si ,u est encore plus grand it peut se produire des phenomenes periodiques. Un joli

exemple est le sif let :

3) Pour le sifflet, le mouvement est periodique an tours du temps an moins daps un voisi-

nage de l'obstacle ; ici nous dessinons 1'exemple d'une barre circulaire, vue de l'axe. (cf.
"Scientific American" Janvier 1970, p. 40)

vue

flux d'air

4) Si p est encore plus grand, it se produit la turbulence. Ce mouvement est tres complique,

irregulier et chaotique. Parmi les traites mathematiques sur la turbulence nous rappelons

les deux suivants.

Leray a discute, dans [1], les equations de Navier-Stokes en detail. Nous citons ici sa

conclusion ([1], p. 245).

"Nous avons essaye d'etablir 1'existence d'une solution des equations de Navier correspon-
dant i un etat initial donne : nous n'y avons reussi qu'en renongant it la regularite de la
solution en certains instants, convenablement choisis, dont l'ensemble est de mesure nulle ;



6

en ces instants la solution n'est assujettie qu'a une condition de continuite tres large
et a une condition exprimant la non croissance de 1'energie cinetique."

Un deuxieme aspect de la turbulence a ete fourni par Landau et Lifschitz [2] qui ont
propose que les parametres physiques v decrivant le fluide en mouvement turbulent sont
des fonctions quasi-periodiques dans le temps : c'est-a-dire

v(t) = f(W1t, . . . Wkt)

ou f est periodique de periode 2ir dans chacun de ses arguments (separement), et ou les
k

frequences w1 .... wk ne sent pas reliees par de relations lineaires non-triviales niwi a
i=1

coefficients ni entiers.

Exernple : Representons la valeur de 1'argument (mod 2ir) d'une fonction en 2 vari-
ables, Ti et T2, qui est quasi- p6riodique.

T1=t T2 = wt co irrationnel

Comme la pente est irrationnelle, it n'existe pas de t, tel que (T1(t), T2 (t)) = (0, 0),
c'est-a-dire qu'on ne revient jamais au meme endroit. Par contre, pour chaque e1,E2 >
0 (< 27r) it existe un t tel que T1(t) < el, T2(t) < E2, c'est-a-dire qu'on revient aussi pres
de (0, 0) qu'on veut.

Fin de l'exemple.

Il est a esperer que, si le nombre k de variables de f devient tres grand (pour y
grand), cela mene a un comportement irregulier et complique qui est typique pour le
mouvement turbulent. Nous verrons plus tard qu'un systeme dissipatif (comme 1'est le
fluide visqueux) n'est en general pas decrit par des mouvements quasi-periodiques. (Pour
la quasi-periodicite d'autres systemes, cf. Moser [3].)

Dans ce tours, on va attaquer le probleme d'une autre fagon.

Situation generale du probleme.

Dans cette section, le cadre general de 1'expose est esquisse. Les notions mathematiques
utilisees ici seront introduites en detail dans les sections a suivre.
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Pour nous orienter nous considerons un fluide occupant une region D de l'espace
R3. Nous imposons les proprietes et restrictions suivantes : Pas d'effets thermiques et

incompressibilite. L'etat du fluide est alors decrit par un champ de vitesses, dependant

du temps, c'est-a-dire que dans chaque point p de D est donne un vecteur vp(t), decrivant

la vitesse du fluide en p au temps t. Pour un t fixe, l'ensemble des vp(t), note v(t) est

un champ vectoriel, et soit H 1'espace de tous les champs vectoriels. (H est un espace

vectoriel de dimension infinie.)

L'evolution du champ de vitesses dans le temps est donne par 1'equation de Navier-
Stokes. On ne s'interesse pas it la forme precise de cette equation qui est non-lineaire et
d'ailleurs assez compliquee. Nous ecrivons simplement

dv
dt _ Xµ(v) (1)

Ici Xµ : H -+ H est un champ vectoriel dependant de v et du parametre p. Des

specifications de cette dependance seront donnees plus tard.

Remarque : dt est, dans la notation habituelle des equations de Navier-Stokes, la
derivee partielle, le "reste" etant incorpore dans Xp.

Le but de notre etude sera une discussion de la nature des solutions de (1), en

faisant quelques hypotheses d'une nature generale sur X. On va voir que le mouvement

du fluide peut montrer un comportement chaotique si y croft suffisamment. Ceci justifie
la notion de turbulence et va dormer une idee de sa signification , sans connaitre Xµ en

detail.

Notons tout de suite quelques reserves :
- Il n'existe pas un theoreme d'existence et d'unicite globale. Nous supposerons exis-

tence et unicite locale pour X, c'est-a-dire dans un voisinage d'un vo E H et d'un

temps to.

- Nous supposerons H de dimension finie, plus precisement, nous remplacons 1'H orig-
inal par un H de dimension finie. Cette operation sera justifiee dans certains cas a
discuter plus tard.

- Nous n'etudierons que des deformations "generiques" du champ vectoriel v. Ceci veut
dire qu'on exclut des deformations qui sont exceptionnelles dans un sens it decrire.
Ceci correspond it 1'exclusion d'une classe particuliere de X.

(Il se peut que le X' correspondant it 1'equation de Navier-Stokes tombe justement
dans la classe particuliere, comme it a des proprietes tres speciales [comme par exemple
la nature locale de l'operateur differentiel]. Neanmoins, it faut remarquer qu'un fluide
visqueux it trois dimensions se comporte conformement aux proprietes que nous allons
deduire pour le cas generique. Cette restriction est donc un peu justifiee a posteriori.)
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I. Revue et interpretation des resultats.

1. Quelques notions de la theorie des equations differentielles.

Definitions.

Soit B une boule ouverte dans l'espace E' euclidien a v < oo dimensions.

B={xI IxI <R, xEE°}.

E" est donc une version a un nombre fini de dimensions de l'espace des champs de vitesses.

(Donc pas l'espace des positions). On ecrira x an lieu de v.

Soit X un champ vectoriel sur la fermeture B de B, a derivees continues et bornees

jusqu'a 1'ordre r, r > 1. C'est-a-dire que sur B = {x I Ix I < R, x c E" }

aIPI i
axPX (x) est continu et fini pour i = 1.... v,

et pour tout p,IpI < r. Ici X` est la i-eme composante du champ, p = (p1.... pv), IpI _

pl+...+p,,, pi>Oet
aIPI aIPI
axP - 09x ;1...5xP"

L'ensemble des champs vectoriels forme un espace vectoriel 8 sur les complexes. Cet espace

peut etre muni d 'une norme 11.11 definie par

IIXII = sup sup sup
aIPI i
axPX (x)

Cette norme fait de B un espace de Banach. (La completude est assuree par l'uniformite

des valeurs absolues des derivees sur la boule fermee B).

Il sera utile d'avoir une notion d'un ensemble "grand" des champs de vecteurs dans
B. Cette notion est donne par la definition d'un ensemble residuel.

Definition : Un ensemble E C 13 est residuel, si et seulement s'il contient l'intersection
d'une famille denombrable d'ensembles ouverts, denses dans B.

Proprietes :

- Un ensemble residuel est dense (Theoreme de Baire).

- L'intersection denombrable d'ensembles residuels est residuelle.

Le complement d'un ensemble residuel dans 8 est l'union denombrable d'ensembles
partout non denses en S.
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Exemple : Considerons l'intervalle I = [0, 1]. Soit x1, x2, ... une enumeration des
rationnels en I. Nous donnons une famille {A,} denombrable d'ensembles ouverts denses

en 1. SoitE>0

Al = ( U
J,(1))

n I ; J(l) est l' intervalle (xk - k, , xk + k, ) .
k=1

A; = U Jk'1) n I ; Jk') est l'intervalle (xk - a k„ xk + k,)
k=1

Evidemment , la longueur totale de Ai est majoree par eE. Donc nous avons la situation

suivante : n A, est un ensemble residuel ; mais sa "longueur " est nulle.
i=1

Exemple : Les nombres rationnels E I ne forment pas tin ensemble residuel, puisque

fl (I\xi) = I' est residuel, et I'fl (nombres rat E I) = 0.
i=1

Definition : Si une propriete est satisfaite par un ensemble residuel de champs de

vecteurs dans 8, cette propriete est appelee generique.

Une propriete generique est done une propriete satisfaite par "presque tous" les champs

de B.

Nous sommes toujours interesses par les equations differentielles de la forme

dx(t) I dt = X (x(t))

Definition : Une solution de (1'), salisfaisant x(0) = xo E B est appelee courbe

integrale passant par xo.

Theoreme [6] : Dans le contexte etabli dans la presente section it existe une et une

seule courbe integrale pour chaque X E 8 et xo E B, an moins pour des temps petits.*

Nous ecrirons parfois x(t) = Dx t(xo) et Dx,t(U) = U Dx,t(xo) pour souligner la
x0EU

dependance de x(t) par rapport a X, t et xo. Il est utile de distinguer parmi certaines

solutions particulieres. Soit donne X. xo est appele un point fixe de X si x(t) - xo pour

tout t. Si x(r) = xo pour r > 0 et si pour aucun r', 0 < r' < r x(r) = xo, alors on a une

orbite fermee de periode r.

Nous discuterons plus tard le comportement des solutions "au voisinage" des points

fixes et des orbites fermees.

Critique des mouvements quasi periodiques.

Une generalisation naturelle des mouvements sur orbites fermees est celle de mouve-

ment quasi periodique.

* L'existence de solutions pour des temps arbitrairement grands est assuree pour des

varietes compactes.
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Definition : x(t) est une fonction quasi periodique si elle est de la forme decrite a la

page 3.

x(t) = f (wlt, ... wkt).

Definition : L'ensemble 52 des points * recurrents X est defini par : x E SZ
pour tout voisinage U de x, U C B est pour chaque T > 0 it existe un t > T tel que
Dx,t(U)nU36 0.

Exemple : (( ))) = 1 = {N, S} ; ) S2 = toute la surface.

Si x(t) est quasi periodique, on peut s'imaginer que x(t) se deplace sur un tore r en B. II
est evident que pour un mouvement quasi periodique (du champ vectoriel x(t) !!, non pas
des "gouttes" du liquide) Q = r.

Le theoreme suivant montre que Sl = 7 est une situation exceptionnelle, c'est-a-dire
non-generique. Nous le donnons sous une forme restreinte :

Theoreme (Peixoto [5], voir [4]).

L'ensemble des champs vectoriels X sur le tore it deux dimensions dont les points
recurrents consistent en un nombre fini de points fixes et d'orbites fermees est dense dans
l'ensemble des champs vectoriels sur le tore.**

Donc l'ensemble des X pour lesquels S2 = r est non-dense, donc non-generique.

Existence d'attracteurs etranges.

Dans la section precedente, nous avons vu que les orbites quasi periodiques sont une
"specialite" non-generique (au moins sur le tore a deux dimensions). A notre recherche de
turbulence nous nous sommes plutot interesses a des comportements etranges generiques.

Nous donnerons dans cette section 1'exemple d'un attracteur etrange dans le cas v = 4.
La construction de cet exemple necessite quelques definitions.

Definition : Soit A un sous-ensemble ferme de l'ensemble 52 des points recurrents.

Alors A est un attracteur s'il existe un voisinage U de A tel que n Dx,t(U) = A.

Exemple : Un point attracteur est dessine comme

t>o

(Cf. aussi discussion daps la section a
suivre.)

* N.B. Dans nos applications , les "points" sont des champs de vitesses !
** "X sur le tore" veut dire que 8tx(t) = X(x) se deplace sur le tore C B.
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Les attracteurs possibles les plus simples sont des points fixes et des orbites fermees.

Supposons que les courbes integrales du champ X donne sont plus ou moins paralleles,
de telle fagon qu'on peut les couper transversalement avec un morceau de variete S a v - 1

dimensions.

Soit P( x) la premiere intersection de x(t ), t > 0 avec S. P est appelee l'application

de Poineare.

Propriete : P est un diffeomorphisme local. Notez aussi que pour

P" (x) = P(P' -1(x)) ; P'(x) = P(x) ;

alors P"(() _ signifie que ( se trouve sur une orbite fermee.

Remarque : La construction inverse est possible (suspension).

Si S est donne , on considers l'ensemble S x I, I l' intervalle [0, 1]. On considere sur

cet ensemble le champ de vecteur constant (0, 1), et puis on identifie ( x, 1) avec (P(x), 0).

On voit que la section de la variete obtenue par S x {0} donne une application de Poincare

qui n 'est autre que P . Cette construction s'appelle suspension.

Fin de la remarque

Nous sommes alors prepares a dormer l 'exemple d'un attracteur bizarre . L'exemple est

construit dans v = 4 dimensions , et S est un morceau de variete a 3 dimensions contenant

un tore solide H.
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Supposons que P applique le tore en soi-meme selon le dessin suivant.

bord du tore
original

coupe radiale

Donc l'image de P entoure l'axe du tore 2 fois.

Exercice : Visualiser P2 1'aide d'un ruban elastique.

L'ensemble S' = fl„>0P'lI definit un attracteur au sens suivant. On considere la
suspension de S' et un champ X correspondant. Par definition la suspension de P est un
attracteur de X.

L'aspect bizarre de S' est qu' il est localement le produit de l'ensemble de Cantor et
d'un segment.

Nous donnons quelques definitions et explications par rapport a cet enonce.

S' aura precisement la forme de 1'exemple d'ensemble de Cantor bien connu

Exemple : Soit donne l'intervalle [0, 1]. On enleve de I le tiers ouvert au milieu

It=I\(3,3).

On repete cc procede pour les parties de I

1t=1 I

I2 = H H H H

(I I I I)=It

et ainsi de suite. La limite des I„ est un exemple d'un ensemble de Cantor. Il correspond
aux fractions ecrites en base 3, ne contenant pas le chiffre 1. Donc 0,20220 ... est dans
l'ensemble en question. A chaque tel nombre on pent associer un point de la coupe radiale
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des images de tores (cf. dessin page 9).

section axiale du tore

Les points seront numerotes comme suit :

0 2

ff \
0,00 0,02 0,20 0,02

et comme on a une "repetition" infinie de P on obtient evidemment l'ensemble de Cantor
decrit en haut.

Il est important de noter que l'attracteur decrit ci-dessus est stable pour les petits

changements du champ X. C'est-a-dire qu'il conserve sa propriete d'ensemhle de Cantor

pour des petits changements de X. L'existence d'un tel attracteur "etrange" n'est donc

pas une pathologie non-generique : En effet, nous avons vu qu'il existe un voisinage de

champs du champ X ayant la meme propriete que X.

2. Les resultats.

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les notions acquises au paragraphe precedent
pour formuler les divers resultats. Les resultats seront enonces d'une facon plus ou moins
Legere afin de ne pas trop embrouiller leur signification. Les enonces precis d'une partie de
ces resultats seront donnes plus tard et parfois completes de preuves.

Nous essayons de suivre qualitativement le developpement de X quand it croft et nous

tenterons d'exhiber la suite des phenomenes physiques decrits dans 1'introduction.

Soit Xµ un champ vectoriel dependant du parametre p. Nous supposons Xµ r fois

differentiable en µ et en plus nous utilisons les conventions introduites dans les sections
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precedentes.

Nous considerons maintenant Xµ comme la partie droite de l'equation de Navier-
Stokes.

a) Le systeme au repos.

Pour p = 0, l'equation

dx
dt=X``(x)

a la solution x = 0 ; ceci est l'hypothese que le systeme sans forces se trouve au repos. Pour
discuter les changements du systeme pres de p = 0, nous considerons les valeurs propres
de la matrice de Jacobi Ak

L'hypothese que le systeme est stable au repos x = 0 est traduite au fait que x = 0 est un
point attractif. Nous supposons donc que toutes les valeurs propres de A ont des parties
reelles (strictement) negatives.

Le fait que les valeurs propres avec partie reelle strictement negative font du point
x = 0 un point attractif se voit facilement en regardant l'equation differentielle pour la
composante correspondant a la valeur propre A. On a

dx

dt = Ax x
= xoeat = x(xo,t)

et donc lim x(xo,t) = 0.
t^

Le dessin pour une valeur A, reelle est >-- e

Remarques :

Ak est une matrice reelle, en general non symetrique.

Ak est une linearisation de Xµ au point p = 0.

Les valeur propres de Ak sent ou bien reelles ou bien en paires complexes conjuguees.

"Presque toutes" les matrices Ak peuvent etre transformees en la forme suivante (tous
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les elements reels) :

/A1

A, 0

/C1 WI

-(P1 '1

0

l

A,<A2 <...<Ae

I£, < ... < I£e,

"Presque toutes" les matrices vent dire que par un petit changement des elements on trouve
une matrice qui peut etre transformee en la forme notee ci-dessus. (Un probleme se pose
en effet seulement pour les matrices qui ont des valeurs propres coincidantes.)

Notre discussion va se derouler de la facon suivante : Les changements de p vont
causer des changements de la matrice Jacobienne A'. du point fixe correspondant a p.
Les changements les plus importants seront ceux qui feront apparaitre par exemple de
nouveaux attracteurs. Ces changements sont etroitement lies an parties reelles des valeurs

propres de A.

b) Le cas stationnaire.

Sous a) nous avons postule que A' n'a que des valeurs propres de partie reelle negative

(stabilite du systeme). Par consequent, Det(Ak) # 0, et on peut appliquer le theoreme des
fonctions implicites et on obtient le resultat :

Il existe un µ > 0 tel que pour tout p < µ 1'equation Xµ(((µ)) = 0 a une solution

unique ((µ). ((µ) depend de maniere continue de µ.

Naturellement ((0) = xo. Le theoreme dit qu'il existe toujours un point fixe pour des

p petits. Nous suivons ((µ) lorsque p croft, en definissant

ax)
A ' (p) =

8Xk ((vh)). (2)

Par continuite, les valeurs propres de Ak(µ) sont peu differentes de celles de Ak = Ak(0).

En particulier, si elles avaient des parties reelles negatives < -e < 0, elles auraient cette
meme propriete (avec un E') si p < pl, pour un certain it,. C'est-a-dire que pour µ < µ,(<

µ) le systeme a un point fixe attractif; en termes physiques, le systeme se trouve dans un
etat stationnaire stable. Cette situation va etre typique jusqu'a cc que µ -+ p,.
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c) Developpement d'une solution periodique (Bifurcation de Hopf).

Nous considerons maintenant le systeme dans un etat stationnaire (p < /11) lorsque

p devient plus grand que pi en termes de valeurs propres : Les valeurs propres peuvent
prendre la valeur nulle ou des valeurs positives. Aussi, une paire de valeurs propres com-
plexes conjuguees peut croiser 1'axe imaginaire. Nous allons decrire qualitativement ce qui
se passe en ce cas. (Le cas de deux valeurs propres qui se confondent est non-generique.)

Cas d'une valeur propre reelle : Le point fixe disparait generiquement dans un point

selle. Voir le "film" :

point fixe selle

Ce cas ne nous interessera pas part icuUrement.

Regardons maintenant une paire de valeurs propres complexes, d'abord avec partie

reelle negative ; soit (x1ix2) le sous-espace des vecteurs propres.

Soit A = k ± icp, c'est-a-dire que la matrice 2 x 2 correspondante est

et 1'equation correspondante est

dt(x2)( cp K)(xxi

)

2
dont la solution est

xl (xo, t) = eKt
cos apt sin Wt xo,

( x2) - sin (Pt cos Wt x02

donc x = 0 est de nouveau un point attractif et (x1, x2) s'approche en une spirale loga-

rithmique.
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xl

*' X2

Si maintenant les deux valeurs propres traversent l'axe imaginaire it se produit la bifurca-
tion de E. Hopf [7], daps le sous-espace de ces deux valeurs propres. 11 est un theoreme
profond (Theoreme de la variete centrale : voir §3) qu'il ne se passe essentiellement rien
dans l'espace orthogonal au sous-espace correspondant aux deux valeurs propres en ques-
tion. Ce beau theoreme permet donc de travailler dans le sous-espace des deux valeurs
propres qui croisent Paxe imaginaire sans regarder le "reste" de l'espace.

Soit µl la valeur de µ pour laquelle les valeurs propres croisent l'axe imaginaire. Nous
dessinons le "film" du plan xl, x2 en fonction de p.

xl

cet axe signifie le lieu
du point fixe (i;(µ))

µ=µl
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Done : Pour p < p, le point fixe est attractif. Pour p > P1 it se produit une famille
d'orbites fermees (dependant de it) avec un point fixe it l'interieur. L'orbite est attractive
et on a des spirales a 1'exterieur et a 1'interieur de l'orbite qui sont attirees. Dessinons le

plan XI, X2 pour un p > i1

x1

Remarques :

- Le theoreme sera discute dans le §4.

- En Principe, it peut se produire une bifurcation de Hopf "inverse" ou l'on a une famille

d'orbites fermees pour p < pi. On aurait dons un point repulsif pour P > pi. Ce

cas ne nous interesse pas puisqu'il ne correspond pas aux hypotheses que nous avons

faites pour p = 0.

- Si 1'on plonge le plan x1 i x2 de nouveau dans le reste de l'espace, le point ((P) devient
un point selle pour p > pi. Exemple : En 3 dimensions

9<91

µ>91

Fin de 1'exemple
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Toute l'analyse de la bifurcation de Hopf montre que pour p > pi it se produit un
etat attractif qui n'est pas un point fixe. Le systeme est alors en un mouvement periodique

stable.

d) Stabilite avant la deuxieme bifurcation.

Nous verrons dans e) qu'il peut se produire une deuxieme bifurcation (dans l'application

de Poincare) pour p = ii' > pi.

Ici, nous nous interessons pour l'intervalle p E (µ1,/i'). Le resultat est que l'orbite
attractive reste stable ; mais elle perd un peu son caractere attractif. Cela veut dire que
les "spirales" s'approchent moins vite de l'orbite fermee lorsque p croft. La stabilite de
l'orbite fermee sera discutee dans f) dans un contexte un peu plus general (stabilite pour
des mouvements sur les tores Tk, dont l'orbite fermee est le cas particulier k = 1).

e) Deuxieme bifurcation.

Ici, l'orbite fermee, qui apparaissait a cause de la bifurcation de Hopf, va se "gonfler"
en un tore de dimension deux.

Soit yµ (µ > pi) l'orbite fermee apparaissant dans la bifurcation de Hopf. Soit p'

la valeur de p pour laquelle se produit la deuxieme bifurcation . Cette valeur n'est pas

necessairement egale 6.112 (la valeur de p pour laquelle la deuxieme paire de valeurs propres

croise l'axe imaginaire ). Nous supposons que lim yµ = yµ', ou yµ' est une orbite fermee
µ"'µ'

de periode finie . Il y a, naturellement , d'autres possibilites pour lim , que nous devons
µ µ'

exclure parce qu'elles sont tres mal comprises , sauf la premiere . Les possibilites sont

yµ tend vers un point (c'est une bifurcation de Hopf "inverse").

yµ devient non-compact (p. ex. une ligne droite separant le plan).

yµ reste une courbe fermee compacte, mais sa periode tend vers l'infini.

La premiere possibilite notee ci-dessus et probablement non interessante (continuer
comme pour p < pi ). Les deux autres peuvent causer de la turbulence ou non.

Revenons donc au cas ou yµ, est une orbite fermee, de periode finie :

Soit 0µ 1'application de Poincare associee a une piece de l'hypersurface S qui est
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transversale a -y,, pour µ E (µi,µ'].

II est utile de regarder la derivee doµ(pµ) de 0 en pN, - S fl yµ. C'est une application

lineaire du plan tangent a S en pp, en lui-meme.

Notez que si un diffeomorphisme 0 est l'integrale d'un champ vectoriel X, c'est-a-

dire que 0 = Dx t et que X s'annule en p, alors la derivee de 0 en p est donnee par
(dc )p = exp A(p) • t ou A(p) est la matrice Jacobienne de X en p. Cependant, it existe des
diffeomorphismes 0 qui ne sont pas de la forme Dx,t.

Comme yµ est attractive, pµ(= S fl y,,) est un point fixe attractif de 0N,, pour µ < µ'.
Le spectre de dop, se trouve a 1'interieur du cercle unite. Pour µ = µ' nous supposons
l'image suivante. Un nombre fini de valeurs propres se trouve sur le cercle unite, et elles
sont isolees du reste du spectre, qui se trouve dans le cercle ouvert {z I IzI < 1}. A cause
du theoreme de la variete centrale, nous supposons que S est de dimension finie. Sous
toutes ces hypotheses on peut dire assez precisement quelles bifurcations se produisent
generiquement.

Generiquement , l'ensemble E des valeurs propres de dqµ' (pµ' ), de valeur absolue 1,
sera d'un des trois types suivants :

1. E _ {+1}

2. E _ {-1}

3. E={a, a} jal=1 a#a.

La discussion des cas 1 et 2 se trouve dans Particle de P. Brunovsky [8]. Le cas 1 ne
nous interesse pas tellement puisque yµ disparait en se confondant avec une orbite fermee
hyperbolique (similaire au cas d'une valeur propre reelle traversant l'axe imaginaire). Dans
le cas 2, it se forme (pour µ > µ') une orbite fermee proche de y,,, mais sa periode est
doublee.

Ceci se voit comme suit : En une dimension, pour µ = µ', qµ(y) est de la forme
¢µ,(y) = -y + by2 + ..., a cause de l'hypothese sur la valeur propre. On en deduit
que 0µ, (0,,-(y)) = y + 0(y3), et on trouve, en variant 0 (y) = -(1 + E)y + bye ..., que
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l'application 0µ(0,,(y)) a deux points fixes proche de y = 0 soit pour p < p' soit pour

1 >µ'.

les nouveaux points fixes pour.t < µ' ou
pour.t > µ'

Nous pouvons exclure le premier cas a cause de nos hypotheses physiques. Il suit

donc que 0µ(Oµ(y)) a deux points fixes et que qµ(y) a un point periodique "d'ordre 2".

La suspension de ces points est une orbite fermee qui coupe S deux fois pour revenir au

point de depart : c'est ceci que nous appelons une "periode double".

µ<W

Nous arrivons a la discussion du cas 3. Sous la condition que -y,,, est un attracteur
"vague" (notion que nous allons preciser dans les demonstrations), on peut appliquer
essentiellement la bifurcation de Hopf pour l'application 0 (et non pas pour X.., cette
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fois !). I1 y aura, pour p > a' une orbite fermee attractive de 0µ.

C'est ainsi que l'orbite fermee yµ se transforme en un petit tore T2, avec une bifurcation

de Hopf dans S.

f) Stabilite de quelques champs dans des situations plus compliquees . (Le cas
presque factorise.)

Remarquons d'abord que la situation devient beaucoup plus compliquee apres la
deuxieme bifurcation et qu'il est tres difficile (on meme impossible) de traiter plus ou
moins tous les cas possibles comme on 1'a fait jusqu'a present. Par exemple, it n'est pas
dit que la troisieme bifurcation doit produire un tore T3, parce qu'il est possible qu'une
courbe sur T2 se "gonfle". Nous sommes donc forces de traiter des cas assez particuliers
tout en laissant ouvert la question si les solutions non accessibles decrivent une turbulence
ou non. Le cas que nous pouvons encore discuter est celui oil le champ X. est "presque
factorise" (nearly split). Nous utilisons la notation suivante :

Nous supposons que Ak n'a que des paires de valeurs propres complexes conjuguees.
Soit 91 < µ2 < µs ... la valeur de p pour laquelle la i-eme paire de v.p. croise l'axe
imaginaire. Soient El, E2, ... les espaces it deux dimensions correspondant a ces valeurs

propres.

Nous dirons que Xµ est factorise s'il est de la forme

Xµ(x) = Xµ( x1) + Xµ(x2 ) + ... + X,(xt) + ... .
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Ici, k' est la composante de X dans E; et x; est la composante de x dans E. Donc X' ne
depend que du sous-espace en lequel it applique. Un champ qui est la somme d'un champ
factorise et d'une "petite" perturbation est dit presque factorise. ("Petit" au sens que les
resultats pour un champ factorise sont valables pour un champ presque factorise). Les

champs presque factorises sont au moins pas non-generiques.

Considerons Xµ pour p E (µk,ltk+i) : Xµ laisse alors invariant le produit de k orbites
fermees attractives, 171, ... rk. En effet, dans chacun des plans El ... Ek on a eu une
bifurcation de Hopf. Dans 1'espace total it y a donc un tore invariant attractif de dimension
k, T k. Nous choisissons les coordonnees de j4 de telle fa^on que le mouvement sur k devient
uniforme : B, (t) = B,o + wit(mod 2ir) i = 1, ... , k. (N.B. La frequence w; ne depend pas du
systeme de coordonnees. )

En general, le mouvement sur Tk va etre quasi periodique, (peut-etre avec un nombre

de w; rationnellement independant qui est plus petit que k). Une telle situation n'est pas

generique en deux dimensions (par le theoreme de Peixoto) et donc non plus en plusieurs

dimensions.

Si maintenant la perturbation Xµ - Xµ est assez petite it suit de Kelley [9] (Theoremes
4 et 5) et des travaux recents de Pugh (non publies) le resultat suivant :

Il existe dans un voisinage de Tk un tore invariant Tk pour Xµ, attractif dans le sens

que pour un voisinage U de Tk, n DX, ,(U) = Tk. (Tk ne consiste pas necessairement
t>o

de points recurrents.)

En resume, pour un champ presque factorise, le mouvement est complique, mais au

moins sur un tore "attractif".

(Remarque : Cette analyse est seulement juste pour µ pas trop pres de µk, llk+i)• La

grandeur des perturbations est en relation avec le caractere attractif du tore.

g) Les attracteurs etranges . Proposition d'une definition de turbulence.

Ayant etudie en f) le mouvement dans le cas presque factorise, nous finissons notre
etude des systemes dissipatifs en regardant les attracteurs qui peuvent se produire dans ce

cas.

Si l'on cherche des attracteurs (au sens de la definition de la page 7 (points recurrents)),
on doit les chercher sur le tore Tk. Et sur Tk, ceci revient a 1'etude de la perturbation

d'un mouvement quasi periodique. Considerons alors X. sur Tk (µ E (µk, /1k+1 )).

Pour k = 2, le theoreme de Peixoto implique que l'ensemble des points recurrents
consiste generiquement en un nombre fini de points fixes et d'orbites fermees. En fait it
apparaitra un nombre fini d'orbites fermees attractives, et le nombre de rotation (c'est le
rapport du nombre de tours que fait une orbite fermee suivant les deux cycles fondamentaux
du tore) sera un nombre rationnel (generiquement).

Si k > 2, 1'ensemble des champs vectoriels a un nombre fini de points fixes et d'orbites

fermees ne sera plus dense dans l'espace B. On va donc avoir d'autres mouvements at-

tracteurs (generiques) qui correspondent a un type plus complique ; nous les appelons

"attracteurs etranges" et nous leur donnons la signification de decrire une turbulence.
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Pour k = 3 on ne connait pas de tels mouvements qui sont attractives.* Pour k = 4 on
a le resultat suivant : Dans la topologie C3** it existe dans chaque voisinage d'un champ
quasiperiodique k un ouvert de champ avec un attracteur etrange. (Ceci sera demontre
plus tard.) Cela vent dire que les attracteurs etranges ne sent pas du tout rares.

Remarque : L'ensemble vide et des orbites non-generiques comme (8) sont exclus de la

notion "etrange".

La justification d'associer la turbulence aux attracteurs etranges est fournie par deux

observations:

a) Les attracteurs etranges ont une forte chance d'apparaitre lorsque p est assez grand.

b) Dans les exemples connus ou l'attracteur A est etrange, la structure des courbes
integrales A et dans son voisinage est compliquee et erratique. (Cf. Smale [10],
Williams [11]).

Recapitulation et remarques.

Nous allons nous concentrer sur la signification de notre definition de turbulence.

(1) Le concept de genericite base sur les ensembles residuels n'est pas necessairement
correct d'un point de vue physique. En effet, nous avons vu (page 6, premier exem-
ple), que le complement d'un ensemble residuel ne doit pas avoir necessairement une
mesure de Lebesgue nulle. En particulier it est imaginable que les mouvements quasi
periodiques (que nous avons toujours elimines) occupent en effet une partie de l'axe de
p avec mesure non-nulle. (Par exemple si, sur T2, w = w1/w2 est absolument continu

en fonction de p et non constant, it prend des valeurs irrationnelles sur un ensemble
qui n'est pas de mesure nulle).

(2) Les mouvements periodiques de tres longue periode pouvaient avoir l'aspect d'un mou-
vement turbulent.

(3) Il est difficile de dire quelque chose pour p an voisinage d'un pi. En general, on
a l'impression que les mouvements, qui ne sent pas decrits par notre analyse, sont
compliques et probablement turbulents.

(4) Le caractere precis des equations decrivant un fluide visqueux a ete completement
neglige. Mais on connait la structure de ces equations et en plus it y a des situations
experimentales bien connues sous lesquelles la turbulence apparait. Une theorie plus
specialisee devrait decrire ces situations.

(5) Les mouvements quasi periodiques ne sent pas "turbulents" dans le sens suivant
Si l'on peut obtenir des proprietes statistiques du mouvement a l'aide de theoremes
ergodiques, on peut distinguer entre les mouvements que nous avons classifies comme
turbulents et les mouvements quasi periodiques. En fait, pour une mesure ergodique

m sur 1'ensemble attractant A, la valeur expectation d'une quantite xt (fonction sur

* Par contre, l'ensemble des points recurrents peut contenir des parties "etranges" mais
non attractives.

** Topologie de la page 5 avec r = 3
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H (ou B)) est m(xt) = m(xo) t est le temps. Si m est "melangeant", la fonction

de correlation m(xtyo) - m(xt) • m(yo) tend vers zero pour t -i oc. Une telle situ-

ation semble etre typique pour la turbulence et naturellement it y a par contre une
correlation forte pour les systemes quasi periodiques. C'est en cc sens que nous jus-
tifions ('exclusion des systemes quasi periodiques comme etant turbulents, meme s'ils

sont tres compliques (cf. Bass [12]).

H. Les theoremes.

Dans ce deuxieme chapitre, nous presentons les theoremes les plus importants qui ont

ete utilises pour la description des systemes dissipatifs.

3. Reduction At deux dimensions.

Dans cette section, on demontre a 1'aide du theoreme de la variete centrale [13] qu'il
est permis de travailler toujours dans un espace a deux dimensions parce qu'il ne "se passe

rien" dans les autres directions.

Definition 1 : Soit H un espace de Hilbert, de dimension finie ou infinie et X un

champ de vecteurs sur H, que Pon suppose C' (r = 1 dans def. de la page 5). On

suppose que X s'annule en p E H, et que DX,t (1'integrale au temps t) existe. Le spectre

X an point p est defini comme etant le spectre de l'application L(X), qui est donnee par

(dDX t)r = exp(L(X) • t). (L correspond a la matrice Jacobienne.)

Proposition 2 : Soit X, une famille a un parametre p de champs de vecteurs C'

sur un espace de Hilbert H tel que X(h, ii), defini par X(h, p) = (X,(h), 0), sur H x R

soit Ck lui aussi. Supposons

(a) Xµ = 0 a l'origine de H.

(b) Pour p < 0 le spectre de XN, a l'origine de H est contenu dans {z E C I Re(z) < 0}.

(c) Pour p = 0, resp. p > 0, le spectre de X, a l'origine a deux valeurs propres A(µ) et

gy(p), isolees, de multiplicite un et satisfaisant Re(.(p)) = 0 resp. Re(.A(p)) > 0. Le

reste du spectre se trouve dans {z E C I Re(z) < 0}.

Il existe alors une (petite) variete Ck a trois dimensions, appelee V`, dans H x R

contenant (0, 0) telle que

(1) V` est localement invariant sous X(h, p). Localement invariant veut dire qu'il existe

un voisinage U de (0, 0) tel que pour tout ItI < 1 V` fl U = DX,L(V`) n U.

(2) Il existe un voisinage U' de (0, 0) tel que pour tout p E U' recurrent et satisfaisant

DX,t(p) E U' on a p E V'.

(3) En (0,0), V° est tangent a l'axe p et aux espaces propres de a(0) et a(0).

Demonstration . Nous voulons nous ramener a un theoreme de Hirsh, Pugh et Shub

[13], dont nous utilisons la version speciale suivante :
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Theoreme [13] (de la variete centrale) : Soit H un espace de Banach aver norme
Ck, de dimension finie on infinie. Soit X un champ de vecteurs Ck, s'annulant a l'origine

de H, L la pantie lineaire de X a 1'origine de H. Si L a un nombre fini de valeurs propres
isolees de multiplicite finie sur l'axe imaginaire , dont V' est l'espace propre alors it existe
une variete Ck, appelee V`, tangente a V`a l'origine de H qui est localement invariant

par X.

Remarques : La variete dont on affirme 1'existence n'est pas unique. Si k = e0, it
existe pour chaque k < oo une telle variete, mais 1'intersection de toutes ces varietes peut
etre reduite a zero.

Il est maintenant facile de demontrer le theoreme 2. Il faut d'abord determiner les
valeurs propres de X en fonction des valeurs propres de X.. Ceci est facile puisque
X(h, p) = (X,,(h), 0), qui implique immediatement que les valeurs propres de X sent celles
de X,,, (a (0,0)) plus la valeur {0} (correspondant a la direction µ). Nous decomposons
donc l'espace tangent T en (0, 0) de la fagon suivante

T = V' ® V', ou V` est tangent a l'axe des p

et contient les espaces propres de .\(0) et )(0). Puisque le reste du spectre doit se trouver
dans {z E C I Re z < -S} pour un 6 > 0 ( le spectre est ferme ) on peut appliquer le
theoreme de la variete centrale et ceci demontre 1) et 3) du theoreme 2.* Il nous reste a
voir 2).

Par le fait que le spectre correspondant a V' se trouve dans le demi-plan gauche,

d(Dx,t)(o , o) induit une contraction pour t > 0.

VS

V`

V`

Il existe donc un voisinage U' de (0, 0) tel que

U'n InDx,t(U')I c (U'n
t_^ J

Remarque : Si X est Ck, V` est Ck. Mais si Xµ est C' at X seulement C', alors V`

est C' mais pour chaque Lto V` n {µ = µo} serait Ck.
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Si maintenant p E U' est recurrent et si en plus Dx,t(p ) E U' pour tous les t, ceci veut dire

que pour tout N > 0 et pour tout E > 0, it existe un t > N tel que la distance entre p et

Dx t(p) est plus petite que E. Donc p E (U' (1 V`) C V`.

QED

La proposition 2 est valable aussi pour les diffeomorphismes.

Definition 3 : Soit 0 : H -> H une application C' avec point fixe p E H, H

un espace de Hilbert reel. Le spectre de 0 en p est le spectre de 1'application induite

tangente : (dO)p : Tp(H) - Tp(H).

Theoreme 4:

Soit 0,, une famille a un parametre de diffeomorphismes Ck sur un espace de Hilbert

reel H , tel que 0 = ( 45µ(h), 0 ) sur H x R est Ck. Supposons

(a') l'origine de H est un point fire de 0,, Y

(b') pour µ < 0 le spectre de 0,, a l'origine est contenu dans {z E C I Izl < 1}

(c') pour s = 0 , resp . µ > 0, le spectre de ¢,, a l'origine a deux valeurs propres \(µ) et

.X(µ), isolees , de multiplicite un et IA(t)l = 1 resp. > 1. Le reste du spectre se trouve

dans {zECIIzI < 1}.

Alors les conclusions de la proportion 2 sont vraies pour le diffeomorphisme 0.

Les theoremes 2 et 4 nous permettent done de travailler des maintenant dans un espace

a 3 dimensions ( axe des tt inclus).

4. La bifurcation de Hopf.

Comme it a deja ete dit plusieurs fois, it est possible de considerer la bifurcation dans

un espace a 2 dimensions, (ou, plus precisement, un ouvert de R2 correspondant a une cote

de V`).

Soit done X. une famille a un parametre de champs de vecteurs Ck sur R2, satisfaisant

(a), (b), (c) de la page 22

(a) X,, (0,0) = 0.

(b) (c) : Soient )(µ), .\(ji) les valeurs propres de X, en (0, 0)

et Re)(p)<0,ImA(y)>0,si t<0

Re A(µ) = 0 (resp. > 0) et Im A(p) > 0, si y = 0 resp. p > 0.

La motivation physique a ete donnee au premier chapitre. Nous demandons en plus
que a(µ) traverse 1'axe imaginaire avec une vitesse bornee par en-dessous (en fonction de

P)

dRe(A(y))1 > 0.

(d) dy J µ=0
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En plus, soit Xµ un champ Ck avec k > 5 (ceci, pour nous permettre les transformations
des coordonnees).

Avec tout ceci, on pent enoncer le theoreme suivant

Theoreme 5 (Hopf [7]) : Si Xµ est Ck, k > 5, et satisfait a (a), (b), (c), (d)
alors it existe une famille d'orbites fermees de X = (Xµ, 0) sur R3 = 032 x R', dans les
voisinages de (0,0,0), avec une periode proche de 27r/Ia(0)I. II existe un voisinage U de
(0,0,0) E R3 tel que chaque orbite fermee de X, contenue dans U, appartient a la famille
d'orbites mentionnee ci-dessus.

Si (0, 0) est un "attracieur vague" (qui sera defini dans la demonstration) pour X0,
la famille d'orbites fermees est contenue dans µ > 0 at est attractive.

Nous nous procurons d'abord un outil pour faire une transformation a des coordonnees
polaires. Notez d'abord qu'avec une simple transformation des coordonnees on peut avoir

Xµ. = (xi Re a (µ) + x2 Im (A(p))) as +1

+ (-x2 Im A (µ) + xi Re A(µ)) + +O(x2).

Lemme 6 : Soit X un champ de vecteurs Ck sur 032 et soit X(0, 0) = 0. Definissons
des coordonnees polaires par l'application 0 : 032 -* 032 ; b(r, cp) = (r cos p, r sin (p). Alors
it existe un champ de vecteurs Ck-2 unique, X, sur R2 tel que z/i*(X) = X (c'est-a-dire,

pour tout (r, co) db (X (r, cp)) = X (r cos cp, r sin cp)).

Demonstration du Lemme 6. On pent ecrire (r2 = xi + x2)

X=xlaa +X2ax
1 2

x1X1 + x2X2 1 a
a 1II 1 -x2X1 + x1X2 a a

r r xl ax1 + x2 ax2 J / + r (-x2 ax1 + xi ax2) _

f r(xr, x2) `^'*(Z*) + f w( r2' x2) `^'*lZ'G)

Ici, Zr (= a) et sont les "champs vectoriels des coordonnees" par rapport a

r et Soit maintenant b*(fr) = fry et 0*(f5,) = fz/i. Its sont zero sur {r = 01, ainsi

que leurs derivees ar (z(,*(fr)) et a (b*(f,)). Par le theoreme de division et
sont alors Ck-1 at Ck-2.

On peut donc poser X = '^*(f'1 Zr + '^ Z,, dont l'unicite est evidente.

Nous revenons maintenant a la demonstration du theoreme 5 : L'idee est de regarder
l'application de Poincare sur l'axe x1 (associee an champ X).

Definition 7: Soit X comme an theoreme 5. Nous definissons Px comme l'application
de

{(XI, x2, [1) 1 Ixl I < e, x2 = 0 , I µi 5 P O
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dans le plan (x1,µ). µo est choisi de fa^on que Im a(µ) 0 pour IµI < µo ; E est

suffisamment petit en vue des non-linearites de X. Px applique (x1i x2, µ) dans le premier

point d'intersection de DX t(x1i x2, µ) (t > 0) avec le plan (xl, µ), pour laquelle les signs

de x1 et de la coordonnee x1 de DX,t(x1, x2, µ) sont egaux (c'est-a-dire un tour complet).

Remarquons que PX(xl, µ) = (PX,,(x1), µ). On peut donc dessiner PXdans un plan

µ = const.

courbe integrale
de Xµ

On voit donc que Im A(µ) 0 est demande pour assurer que la courbe integrale "tourne".

Il suit du Lemme 6 que Px est Ck-2.

Nous avons deja indique dans la figure la signification de la fonction de deplacement

V. Elle est definie come suit :

Px1(x1,0,µ) = (x1 +V(xlµ),0,f )

(on V( x l,µ) = PX,,,( x l) - xl).

Cette fonction V sera tres utile pour la discussion de la bifurcation. Donnons-en quelques

proprietes. (On appellera r la variable radiale x1).

(i) V(0,µ) = 0, par hypothese sur X. Les autres zeros de V apparaissent en paires de

signes opposes ; chaque paire correspondant a une orbite fermee. Ceci est assure par

le choix de E (cf. def. 7) qui assure que les termes non-lineaires de X ne perturbent

pas trop l'image des orbites fermees. Par exemple, pour Ix1 I < e on ne doit pas avoir

2

(ii) An premier ordre, on peut calculer V(r, µ) comme suit

XM = Im A(µ) a
a

+ r Re a(µ) ar
a

+ +O(r2).
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La "pente" dans le plan ( r, ^p) de Xµ est done r Re )a(te)/ Im A(µ) et ainsi

2" Re A(,u) 2 ) = 27rr Re A(µ) 2
V(r, µ) _

d^rlm A(/c)
+ O(r)

Im .\(N)
+ O(r ).

Il suit immediatement que

a-(0 µ) =27rRe A(µ)
ar Im A(p)

et aussi que

aV Re dµ(0) Re A(0)Im aµ(0)

ara/i (0' 0) = 27r Im .X(0) - 27r [Im A(0)]2

Le deuxieme terme a droite est nul a cause des hypotheses (c) sur A(y) : Re A(0) _
0, Im A(0) > 0. Par ces memes hypotheses on trouve que

(0 , 0) > 0 parce que sous (d) on avait demande
(dRe())

arµ ) P 0
>0.

Il est utile d'introduire une fonction V(r, fc) := V(r, p) /r, qui est , par le theoreme de

division une fonction Ck-3. On a alors V(0, 0) = 0 , aµ (0, 0) > 0.

En appliquant le theoreme des fonctions implicites , on trouve qu'il existe ( au voisinage
de (0, 0 )) une courbe f unique Ck -3 de zeros de V, passant par (0, 0).

µ

V>0
4) V(r, µ) = 0

V<0
i-. r

11 suit que l'ensemble des zeros de V est 1'union de 2 et de {r = 0}. La courbe f induit
la famille a un parametre d'orbites fermees.

(iii) Definissons (0, 0) comme attracteur vague pour Xo si

V(r, 0) _ -Ar3 + ordre sup a 3 et A > 0.
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Nous considerons maintenant le cas de l'attracteur vague : En ce cas, V prend la

forme
V = alp - Ar 2 + termes d'ordre superieur en p et r.

Nous avons vu que al > 0 (parce que asµ(0,0) > 0) ; it s'en suit que V = 0 it

--Ar2, donc les zeros de V se trouvent dans le demi-plan p > 0.

La periode de l'orbite fermee se trouve aisement a l'aide de la premiere formule sous

(ii).

(iv) Discussion du caractere attractif des orbites fermees : Considerons le voisinage de

(0, 0, 0) dans lequel ar > -1 (rappel : !I-v- (0, p) = 27r Rm a(µ) > 0 si p > 0).

Notez que V(r, p) = 0 et (aT) (r, p) < 0 implique que l'orbite fermee correspondant

a (r, p) est attractive, puisque V a le bon signe sur les deux cotes de ro.

V
µ = const

r

1
V>0=P(r)-r>0. P(r)>r0

Si Xo est un attracteur vague, pour p > 0, V prend la forme

V

(c.f. aussi figure de la page precedente).

Il suit que V prend la forme

Vt

^,. r

Nous pouvons donc appliquer les premieres remarques de (iv), et on trouve que les

orbites fermees sent en effet attractives.

Il nous reste a demontrer que, pour un voisinage U de (0, 0), toutes les orbites fermees

de X qui sont contenues dans U sont des membres de la famille d'orbites fermees.

On choisit U assez petit pour que

- toute orbite fermee 7 de X contenue dans U intersecte le domaine Dp de Px.
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- Px(U n Dp) c DP.

L'affirmation que toutes les orbites fermees de X contenues dans U sont des membres
de la famille d'orbites fermees suit alors immediatement du caractere attractif de cette
famille.

5. Bifurcation de Hopf pour des diffeomorphismes

Nous considerons a present une famille de diffeomorphismes q : R' --4R' satisfaisant
(a'), (b'), (c') et

(d)" : dµ (IA(µ)I)µ=o > 0.

Nous allons transformer ¢ en une forme plus simple par des changements de coordonnees.
D'abord, on fait un changement de l'axe des µ de sorte que (d)" se transforme en

(d') IA(µ)I =1 + u.

Une deuxieme transformation, dependante de µ, va mettre 0µ sous la forme

0(r, cp, µ) = ((1 + µ)r, cp + f (µ), µ) + termes d'ordre r2

ou xl = r cos 'p, x2 = r sin (p. (En fait nous avons simplement decrit la partie lineaire de
en coordonnees polaires.)

La transformation qui va suivre est plus compliquee que les precedentes, et exige en
plus la condition (generiquement satisfaite)

(e) f (0) # 27rk/2 pour tout k, f < 5.

En cc cas on peut transformer 0 en une forme "simplifiee"

0µ(r, V) = ((1 + µ)r - fi(µ)r3, cp + f2(µ) + f3(/-t)r2) + termes d'ordre r5.

Dans ces coordonnees 0,, est Ck, mais qs = (0µ, µ) est Ck-a

On va demontrer 1'existence de cette transformation au paragraphe suivant.

Soit

NOµ(r, W) = ((1 + µ)r - fl(µ)r3, w + f2(µ) + f3(µ)r2) .

Nous supposons en plus de ce qui a deja ete pose :

(f) f, (0) > 0.

Ceci correspond au cas de l'attracteur vague. On a alors le

Theoreme 8 : Soit 0 au moins C5, at supposons que 0 satisfait a (a'), (b'), (c '), (d')
at (e), at que No satisfait a (f). II existe alors une famille de cercles attractifs invariants
de (pµ, un at un seul pour chaque µ en 0 < µ < e, pour un e convenablement choisi > 0.
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Demonstration : L'idee en est la suivante : L'ensemble E, E = {p = fi(p)r2}

dans l'espace (r, cp, p) est invariant sous No. E est en effet attractif pour NO, parce que

[Nq (r)]r = r + r(p - fi(p)r2) qui est plus grand que r, pour r < pl fi(p).

(NO),
plan µ = const. > 0

3-- r

Nous voulons alors montrer que {0n(E)j°°_, est une suite de varietes qui converge, pour

p assez petit, vers une variete invariante. (Notez que E est un cercle dans chaque plan

p = const.)

Pour demontrer la convergence de la suite {onE}, nous considerons 1'ensemble

Ub = { (r^ ^, p) ^ r 0 et r2 E [fi (p) - 8, fi (p) + 6] }

avec S << fl(p)• Dans un plan cp = const, Ub et E ont 1'aspect suivant

(1) Nc(Ub) C Ub.
Ceci est evident . Soit p par exemple sur le bord de Ub , pr la composante radiale de p : par

exemple pr = pi,2(p) - 8) 1/2. Alors par definition de No,

NO(p)r=pr ((1+p)-fl(p) 'pr)

=pr+pr (fl(p)-8) f1(p)pr

= pr - 8pr
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Done dans ce cas Nc(p)r est plus proche de E que pr. Les autres cas sont similaires.

(2) Le point it noter ensuite, est que 0µ a la meme propriete que No,, si µ est assez
petit. En effet (0µ)r < (NO,,), + Cry avec une constante finie C. Alors, si par exemple

Pr = µ1 /2/(f1( µ) + b)1/2

(0µ)r(P) < Pr + Spa. + CPT

et ceci est plus grand que pr si ICIp2. < 2, ou pr < 2 C ou µ < (f, 01) + 6) 27 IC-T'

On etablit facilement une borne pi pour µ tel que des relations similaires it celle
explicitee au-dessus soient uniformement satisfaites dans

Ub µ1 = Ub r1 {0 < p < µl } : 0(Us,µ1) C Us"'

(3) Une consequence particuliere de (2) est que pour

Eµ1En{0<µ<µ1}, o (Eµ1)CUb.

Nous considerons a present un plan µ = const . µ < µ1 Bans l'espace (r, cp, µ)

(4) Nous aimerions voir que ("(E) a une limite lorsque n tend vers l'infini. Pour ceci, it
est utile de regarder la "pente" des vecteurs tangents au plan µ = const. Cette pente est

define comme suit : Si X = Xr ar + Xw 4, alors la pente est Xp , si x , = 0, la pente

n'est pas define.

X" r

0 Xro

(5) Si la pente de X est inferieure it 1 et si µ < min(µl,µ2), alors la pente de (dN'F)X est
inferieure it (1 - Kµ).
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Remarque : Le vecteur X est done aplati, c'est-a-dire qu'a la limite n ^ oc on
evitera des oscillations trop fortes.

Demonstration :

et la pente est done

(1 + µ) - 3r2fi(µ) 0

(dNIP)(X) = 26(µ)r 1

Sr

xwµ

[(1+µ)-3f, (µ)r2]xr 1

2f3 (µ)r xr + xw µ

(1 + µ) - 36(µ)r2

2f3(µ)ir+l

xr

xwµ
Y.

L'affirmation est demontree si nous pouvons montrer que le deuxi6me terme est plus petit

que (1 - Kµ) pour µ assez petit.

Y < (1 + µ) - 3.fi(µ)r2 < (1 + µ) - 36(µ) -f (-,"T+-6
1 - 216(µ) 1µr - 1 - 2I f3(µ)I µr

< 1 - it si .fi (µ) > 2 C^ 6 < 6(µi)
1- 21f3(µ)Iµr 6(µ) +6 3 2

Le denominateur peut etre estime comme suit :

Si f4 = sup I f3( µ)1, alors 1 - 2I f3(µ)1 µr > 1 - µ pour µ < µ2,
0<µ<µt

Done

y < 11 µs 4 < (1 - Kµ) Si µ < µ2

µ2 = min(µ'2i (1 - IV)' µi) (0 < K < 1).

µ2 =
^fi(0+6^4

f4

Ceci demontre (5).

(6) La propriete ( 5) est aussi valable pour do,,,, avec µ < min(µ2413) = µ4•

En effet 0 et No ne se distinguent que par des termes d'ordre r5 et ces termes peuvent

etre rendus arbitrairement petits par rapport aux termes d'ordre 0 it 4, si r est assez

petit . Mais comme pour r E Ub r < µi/2/(fi(µ,) - 6) 1/2 it est aussi possible de faire r5

arbitrairement petit en posant µ < 43-

(7) Notez encore que la pente de E est nulle, done la pente de O"E est plus petite que

(1 - Kµ) pour tous les n si µ < µ4.

Nous definissons a present f,N,(^p) par

^"(Eµt) n it
= const . < µ4} = ^0, µ} -
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f, est donc le rayon de l'image de 0' a Tangle p.

0'.(;11) fl { .t = const. < t4)

La fonction f,,µ est unique, si l'on exige que

Par construction,

fn,µ(,P) E [pi/2 /(f1(µ)
+ 6)1 /2, µi/2

/(fi(l,) 8)1/21 ,d(P.

df.,. <
d,p

(8) Nous nous sommes interesses a la limite de fn,µ pour n -> oo. 11 n'est naturellement
pas possible de dire quelque chose sur la limite de fn,µ(cp) pour cp fixe puisque 0 change
non seulement le r, mais aussi le V.

Cette difficulte nous amene a utiliser la construction suivante . Soit cpo donne, et

P i = (fn(^o)> Po, µ) Pi = 0(Pi) = (ri, cPi, µ)

P2 = (fn+i(cpo),'o, µ) , P'2 = O(P2) = (r2, IP2, p)•

Nous voulons alors comparer fn+2((P 1) a fn+i(yP1) = r1.

La distance iri - fn+2( cpi)1 va etre estimee par de bornes sur j r, - r21 et la difference
Ifn+2(y'i) - r21, qui sera majoree en utilisant la majoration sur la pente de la courbe
fn+2(.).
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Estimons Iri -r2j. Soit x1 = f-µ((PO), x2 = f.+i,µ(,Po)• Nous ne faisons l'estimation

que pour l'application No, le passage a 0 etant toujours du meme genre.

INO(xi)r - N¢(x2)rl _

I(1 + p)(xi - X2) - .fl(tt)(xl - x2)I _

Ixl -x21.1(1+^') -fl(tt)(xl +xix2+x2)1 =Y

Comme nous sommes en Ub, x4 > Jl(A > af^' i = 1,2 si 6 < f, (p)/2. Done

Y < Ixl -x2 ) 11+tt- 2fi(N)fl(tt) 31

< IXi - x21 11 - ttl (it < 1!).

On a donc pour l'application No

I ri - r2l _< (1 - tt) Jfn,p('Po) - fn+1,1(4'o)l

et par une restriction tt < min(/t4, tts) on aura jr, -r2l < (1-Kitt) lfn,µ(4,o) - fn+l,µ(4po)j

pour l'application 0,,.
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Estimons I^01 - cp21, aussi pour N¢ seulement.

I^P1 - IP2I = IW0 + f2 (1') + f3(1)fn,µ(W0) - IP0 - f2 (11) - J3(µ')fn+1,µ00)I *

C If3(i1) I Ifn,µ
( ^,0

) - fn+l,µ( 'o)I
If3(fl) I I fn,µ ('0 ) + fn+1,µ(' 0)I j f. ,,00) - fn+1,µ(V0)I

1/2

C If3(Y)I2 ( f1(µ) - 8) Ifn,µ(wo) - fn+1,µ(Vo)I

/11/2h2 Ifn,µ(V0) - fn+1,µ(Vo)l .

Nous sommes donc prets a estimer Ifn+1,µ((p1 ) - fn+2,µ (<01)I en utilisant encore la borne

w- (fn+2 ,µG)) < µ

Ifn+l,µ01) - fn+2,µ(V1)I C Ir1 - r 2 I + Ir2 - fn+2,µ(V1)I <-

< (1- K1µ)Ifn,µ(^oo) - fn+l,µ(,vo)I + I spi - V2I Sup I d^fn+2,µ0)I <_

C Ifn,µ(^00) - fn+1,µ(wo)I . [1 - K1µ + D2µ3/2

< K3 Ifn,µ(c'0) - fn+l,µ(p0)I

2

avecK3<Isip<min (P4115/16,(K) , x z) ={17•

T
autres bornes anterieures

Ecrivant alors p ( n, n + 1, µ ) = max (I fn ,µ((p), fn+ 1,µ(cp)) on a

p(n, n + 1, p) < K3 p(0,1,µ) Vp < µ7 et K3 < 1.

Ceci demontre l'affirmation de (8) : Les courbes fn µ(•) ont une limite lorsque n -^ co.

(9) Remarques :

- Lafamille des courbes f^,µ est continue, puisque &,µ depend continument de p grace
a la convergence uniforme.

- Sip est fixe, p < 47, & µ n'est pas seulement continu mais meme Lipschitz, parce
que & µ est la limite de fonctions a derivee bornee (par p).

Cette observation permet d'utiliser un resultat de Hirsch, Pugh et Shub [13]

Si 0µ est C' pour chaque p alors it existe un 0 < ps < µ7 tel que &,µ est C' pour
p<µ8,µ=const.

* Pardon : Ne pas confondre f1i f2 etc avec fnµ(cp)!
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Cela vient du fait que pres de µ = 0, la contraction dans la direction r est plus forte que
la contraction dans la direction (p. Remarquons encore que les "cercles" deviennent

moins et moins differentiables lorsque p -+ µ7i ce comportement est typique daps de

telles situations.

- L'unicite de f^,, suit du caractere attractif de l'application 0 pres de

Ceci complete la demonstration du theoreme 8.

6. Attracteurs etranges "pres" d'un champ de vecteurs constant.

Dans cette section, nous allons construire un champ de vecteurs sur le tore Tk, k = 3,

qui est voisin a un champ de vecteurs constant donne - voisin au sens de la, norme Ck-1. Les
points recurrents de ce champ vont former un ensemble de Cantor. En k > 4 dimensions
on peut le construire de fagon que cet ensemble soit attractif.

Theoreme 9. Soit w un champ de vecteurs constant sur le tore Tk = (R/1)k, k > 3.
Dans tout voisinage Ck-1 de w it existe un ouvert de champs de vecteurs qui ne sont pas
Morse-Smale, c'est-a-dire que leurs points recurrents ne constituent pas un nombre fini de

points fixes et d'orbites fermees.

We de demonstration :

Le tore peut etre represents par un cube dont on identifie les faces. Nous donnons sur
une des faces un diffeomorphisme qui a comme points recurrents un ensemble de Cantor
(cf. aussi la page 8). On interprete cette application comme l'application de Poincare d'un
champ de vecteurs dans le cube. Il nous faut encore appliquer le cube sur le tore pour
obtenir un champ de vecteurs qui est "presque" parallele au champ de vecteurs constant w.
Ceci se fera en allongeant le cube (tout en conservant son volume) et de l'enrouler autour

du tore.

Nous faisons un dessin en 2 dimensions. (Notez qu'en verite les courbes integrales ne

se croisent pas en 3 dimensions.) La "face" du "cube" est alors l'intervalle [0,1].

Le diffeomorphisme applique I I en "croisant" les points de facon qu'on ait des
points recurrents formant un ensemble de Cantor. La suspension en a 1'aspect suivant :

I
Ceci est allonge

et on voit que les courbes sont presque paralleles. Il faut alors "tourner" le carre autour
du tore de telle facon que le champ ainsi construit s'approche du champ donne w.

Demonstration : Nous prenons k = 3.
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Soit w = (Wl,w2,w3) et sans perte de generalite 0 < wl < W2 < w3. Nous approximons

w par un champ a composantes rationnelles (pour mieux pouvoir "tourner" le cube autour

du tore).

(1) Etant donne e > 0 on peut choisir w ' de telle fagon que Ilw' - L0112 = Ilw' - who < e/2

et w3 > 0, 0 < 1'i < 1, 0 < = >'? < 1 on pi, q; i = 1, 2 sont des entiers et p, q2 et
91 3 q2

p2gl n'ont pas de diviseur commun. En plus 2 < ql/q2 < 2.

Construction de pl, p2, ql, q2

Nous choisissons q1 = 2", q2 = 3"12,p1 = 513. Soit W3' = W3. Il existe ml, m3 tel que

-
2m1 s3 E et ceci est meme vrai si l'on exige ml > M, ou M sera determine apres.2 w3 - 4

Il existe alors un m2 tel que < 2"I /3" < 2 ; en effet it faut choisir m2z
(.,,-1)log2 < m

2 < ( f"1 +1)log2 (notez que log2 2 > 1 !).log3 log3 log 3'

Supposons que M > log(240/e)/log 2 (Hourra !)

Alors 3m2 > 2f° . Utilisons a present que dans chaque intervalle ml, m + 1.... m + 29
it y a an moms un nombre C tel que C n'a pas de diviseur 2,3,5.

On choisit alors C' de telle facon que

C' w2

3.2 w3
< 8, ceci est possible puisque 312 > 240/6.

Pour obtenir un nombre C qui n'a pas de diviseur 2,3,5, it faut changer C' au plus par 29.
On trouve donc

C w2

3'"2 w3

Ceci termine la construction.

C' W2

3-2 W3
+

29
332 <8+84

(2) L'application de la face en soi-meme. Nous definissons une application de

}A(0) en 0(1) , 0(x3 ) = {(xl,x2,x3 ), 3 < x; < 3 , i = 1,2

qui est appelee "diffeomorphisme du fer a cheval" (horseshoe) (cf. Smale). Nous nous
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abstiendrons de definir ce diffeomorphisme en formules, mais nous le dessinons

.
app1lati

le carre original

I'itdrd de cette application donne

et 1'inverse donne

'inverse

Un argument comme a la page 9 montre que l'ensemble des points recurrents est un

ensemble de Cantor.

Remarque : Il existe des points periodiques de n'importe quelle periode donne (cf.

Smale pour des details).

(3) Definition du champ de vecteurs dans le cube. Soit f (^) l'application construite

sous (2), et completee a un diffeomorphisme du carre unite de telle facon que les voisinages

des bords du carre soient fixes.
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f

x1

9

Qo

Nous construisons alors un champ de vecteurs.

X = (X, 1) tel que DX,1(^, 0) = (f ( ),1)

Q

Q 1

(4) Nous allons it present appliquer le cube unite sur le tore T3 (identification des faces).*
Soit g l'application naturelle du cube sur le tore

9(x1, x2, x3) = (xl, x2, x3) (sur le tore)

et h(xl x2, x3) = I q1 +plg2x3(mod1), v +p2glx3(mod1),g1,q2x3(modl)). Notez que

h preserve le volume. Soit I3 le cube unite. Alors g13 = T3, par definition, mais aussi

hI3 = T3 et it existe une application unique inverse h-1 sur le cube 13 ouvert** (et

naturellement aussi g-1).

En effet, si h(xi, x2, x3) = h(yl, y2, Y3), it Suit xi = yi , 2 = I.... 3.

Demonstration : Nous avons g1g2x3 = gig2y3 (mod 1), donc

x3 - y3 = n/gig2•

Nous avons aussi

xl yi +pig2 ( x3 -y3 ) (mod 1) = 0
qi ql

* Cette identification est possible puisque le champ X est constant sur OQo x [0, 1].
** (seulement sur le cube ouvert, parce que les faces doivent etre identifiees d'une fagon

compliquee selon h).
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donc

Xi - Yi + plg2 (x3 - Y3) + n' = 0
q1

ou x1 - yl + plglg2 (x3 - y3 ) + qln' = 0

ouxl-y1+p1n+Q1n'=0,

mais comme p1 et q, n'ont pas de diviseur commun, it suit n = n' = 0, x1 = yl, et x3 = y3.

L'argument pour x2 et y2 est analogue.
Q.E.D.

(5) Construction du champ de vecteurs Z proche de wl.

Soit c(x) = h o g-' ( x), 0 est univoquement determine . Nous definissons

[dq5(x)]X( x) ou X est le champ de vecteurs construit sous (4) et

ql 0 p1 g2
[dq'(x)] = 0 q2 1 p2gl

0 0 gig2

Soit Z = ( q1 q2 )-1w3 Y. Nous devons estimer

JJZ -w'112 = sup NP;
p:IPI<2

Np =sup sup jDPZi(y) - Dpw; .
yET3 i=1,2,3

Y(O(x)) =

(*)

DP est une differentiation d'ordre p. Nous voulons prendre le sup dans le cube I3, c'est-
yET3

a-dire sup , y = ¢x x E V. On peut donc revenir aux variables du cube en utilisant
yEhI3

a

( ql 0 0
a = 0 q2 0 1
y -P1 -P2 (q, q2)

(inverse transposee de la matrice (**)) et donc

sup < (g1 + q2) Sup

i ayi i

a
axi

a
ax

Calculons alors Zi(y) - w^

pig1^Z1(y)

g1

1X1 +p1g2
l

w
wZ2(y) - z = (g1g2 ) lw3 2 1X2 +p2g1 - s p2g2I I

g1 q2 1Z3(y) - w3

g1 ix,

_ (glg2
)-lw3

2 lX2
0
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(nous avons utilise X3 = 1 (par construction)).

On a donc :

N° S (g1g2)- 1ws(g1 + g2 )Inl
(1)sup liX=llInli=1,2 q=

et finalement

11Z - w'112 5 (gig2)-2(qi + Q2)2 +1 [w31IXI121
< (2q1) 2(3Q1)3 [w3'jIXIl2] < 2

si q1 > M'. Nous ajustons donc la constante M de la page 37 en consequence. (Nous
avons aussi utilise I < ql/q2). Ceci complete la demonstration du theoreme 9, puisque la
stabilite de l'ensemble de Cantor suit comme a la page 10.

(6) Remarques : La generalisation a k > 3 dimensions est immediate par un choix de
plusieurs nombres premiers. En remplagant le horse-shoe diffeomorphisme par l'application
d'un 3-tore en soi-meme comme a la page 9-10, on obtient meme le resultat

COROLLAIRE 10. Soit w un champ de vecteurs constant sur Tk, k > 4. Dans chaque
voisinage Ck-1 de w, it existe un ouvert de champs de vecteurs avec attracteurs etranges.

III. Applications

7. Bifurcation de solutions stationnaires.

Dans cette section, nous aimerions appliquer les resultats du chapitre precedent a la
bifurcation des solutions stationnaires des equations de Navier-Stokes. Ceci veut dire que
nous cherchons des solutions x de X,(x) = 0.

L'equation de Navier-Stokes s'ecrit

au; au; 1 a
at +/^u;ax; =-Pax=p+vOu;+F,

;=1

avec la condition d'incompressibilite

3 a

u; = 0.Y ui-ax=1

(1)

(2)

Si l'on tient compte de la diffusion de chaleur (mais non pas de la production de chaleur
par le frottement), alors on a 1'equation

u; as T = KAT.
j=1

(3)
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Nous verrons plus tard qu'a cause de la condition (2) le terme du a la pression et d'autres

termes gradients disparaissent.

Le terme F; (la force) est une fonction de la position x et de v(x), T(x). Nous voulons

tenir compte en particulier des effets gravitationnels dus aux differences de densite causees
par les differences de temperature. Dans l'approximation de Boussinesq ceci s'ecrit

F, = (1 - a(T - T))g; (4)

ou g; est le vecteur de 1'acceleration gravitationnelle. T est une constante arbitraire qui
n'influence pas la solution de 1'equation comme nous verrons plus tard.

Les equations (1) et (3) sent encore completees de conditions aux limites : ceci revient
a fixer la vitesse v et la temperature T au bord du volume occupe par le fluide. Le
parametre de bifurcation apparait dans ces conditions aux limites (vitesse angulaire du

cylindre, temperature etc.) et dans le terme F.

Nous supposons qu'on connait une solution particuliere (u°, T°) de (1) - (4) satisfaisant

aux conditions aux limites. On peut alors travailler avec 1'equation pour u' = u - u°, T' _

T - T° avec des conditions aux limites plus simples.

Il est peut-etre utile de rappeler qu'il existe des situations ou on connait vraiment une

solution. Voici quelques exemples :

1) Le probleme de Taylor (flot de Couette). Cette situation a ete decrite a la page 1. La
solution a laquelle nous faisons allusion est Celle ou le fluide fait une simple rotation
autour du cylindre interieur, sa vitesse ne dependant que de la distance de l'axe.

2) Le probleme de Benard.

On a une couche de liquide qui se trouve entre deux plans paralleles infinis.

liquide

2

Le plan 2 est chauffe, le plan 1 est refroidi. Il y a une solution ou le liquide est au
repos mais ou sa temperature varie en fonction de la distance du plan 2.

Remarque : Les deux systemes decrits ont une symetrie (axe des cylindres, translations des

deux plans). II est important de noter que ce fait peut changer le caractere de genericite

d'un point critique. Cc probleme sera discute a la section 8.

Le but de notre etude sera de trouver quelques proprietes sur le spectre de la partie

lineaire de 1'equation pour u' et T.

Notons d'abord cette equation :
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Si u°,T° est une solution de ( 1) a (4) et si u ' = u - u°, T' = T -T° alors les equations
pour u' et T' sont :

1 1 a

uj

)

v ax aCukau^ +ukap ; k
3

+aT'gj +Eukaa ui]
k=1 k

49
a

3

OT' = 1 u° T' + u' To +
k

k=1
kaxk kaxk

3 a

+ Y',ukax T'
k=1 k

(5)

avec la condition u' = 0, T' = 0 sur le bord aD de D. Il faut choisir astucieusement un
espace, dans lequel la partie droite de (5) fait un sens.

Soit 7-l l'espace de Hilbert des fonctions (U, T) : D -+ R4 qui sont de carre integrable et
qui ont des derivees premieres de carres integrables. Soit H la fermeture en 1-l de l'espace

3

H des fonctions u, T differentiables a support compact et satisfaisant a E au j /axj = 0.
j=1

Soit A la plus petite valeur propre de -0 avec conditions zero aux limites dans D.

Nous supposons que A > 0. Il est connu que A > 0 pour des regions bornees ou des
"bandes" (comme dans 1'exemple 2)). Le fait que A > 0 est utilise pour introduire une
nouvelle norme dans H : En effet, si cp est differentiable a support compact en D, alors

ID ^

2
c A JDdx (axj)dx ;_1

En vue de ceci , la norme originale de f, donne par

fdxu(x)+ T2(
j=1

)+

3
aui

2 OT 2axj (x)+ axj) (x)

est equivalente a la norme de Dirichlet

1
1/2

11(u,T)11 = E E (axk)2 (
x)+ OXk) 2 (x ) dx = ((u,T),(u T))1/2.

k=1 j=1

(7)

C'est cette norme que nous utiliserons dans la suite.

Nous considerons maintenant des solutions de (5) dans le sens faible : Nous voulons
que (5) soit vrai avec la condition u' = T' = 0 sur aD apres multiplication avec un
(cp, 0) E H quelconque et apres integration.
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Ceci nous donne 1'equation

(( , e), (u', T')) = ID
dx + OT =

i=1

3

fD dx v C ask

'j)
(ukuj + uku°) +

1 k=1 j=1

1/a _\, ,_n,1 a 3
'L (pjgjT +

j=1

+ ID dx v (aak^j) uku; + (ake^ ukT'
k=1 j=1

(6)

Nous avons fait passer les differentiations sur les fonctions p et B ; le terms -aP a' (p -

PO) disparait ainsi. La premiere integrals daps (6) est lineaire en u', T', la deuxieme est

quadratique.

Nous supposons que uo et To E L4(D) les deux integrales daps (6) peuvent alors

etre ecrites comme

((P, B), L(u', T')) et ((P, B), Q(u', T'))

ou L et Q sent des operateurs continus lineaires et quadratiques sur H respectivement.

Nous allons a present montrer cc fait.

Lemme : Si pest C°° et de support compact, alors

f p4dx < 4 I
a

dxf axj=1
(8)

(Ceti est une inegalite du type de Sobolew. Il faut utiliser le nombre de dimensions

d'espace.)

A cause de (7) it suit que

fp4dx<
4 - ^

f
-VrA

2

(8a)

ou nous avons done utilise la restriction sur D mentionnee a la fin de la page 43.

Regardons alors un terms typique de (6)
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Lemme : Soient p, o C°O a support compact dans D et u ; E L4(D), on ^o, nt C°° a
support compact dans D et 0 E L4( D). Alors

3
\ 2 1/2 1/2

(49x I dxu^z/2
j=1

3 ) 2 1
/

1/4.(a^ 12

[J
]1/

4 [ f ]
(9)

j=1

Nous avons utilise l'inegalite de Schwartz.

Grace a (9) it y a une injection naturelle de H dans 1'espace de Hilbert des fonctions
D -r R4 de carres sommables et grace a (8)) it y a une injection naturelle dans 1'espace
des fonctions L4 de D -4R'. Si D est bornee, ces injections sont completement continues
(Theoreme de Rellich et par (8)), it en suit que L et Q sont completement continus.

Notre conclusion finale est la suivante : Si (u°, T°) est dans 1'espace L4 des fonctions
D --* R4, et si D est bornee, 1'equation (6) peut etre reecrite comme

x=Lx+Qx

dans l'espace H, et L est lineaire et completement continu (et donc de spectre discret) et
Q est quadratique et continu.

Nous avons donc etabli une propriete sur le spectre de L dont nous aurons besoin dans
le theoreme suivant. Nous allons d'abord enoncer le theoreme et ensuite nous l'appliquerons
au flot de Couette.

Theoreme 11 : Soit H un espace de Banach avec norme C', 2 < k < oo et 0, un
diffeomorphisme de H tel que 0,x(0) = 0 et (x, u) -i q,(x) est C' de H x lB dans H. Soil

L, = [doµ ]o , Nµ=0µ- L,.

On suppose que L. a une valeur propre simple A(µ), isolee et dependant continument de
µ, telle que a(0) = 1 et (dA/dµ)( 0) > 0. On suppose que le reste du spectre se trouve
a l'interieur du cercle unite {z E C : IzI < 1}. Sous ces hypotheses , on pent tirer les
conclusions suivantes :

(a) Il existe une famille a un parametre (une courbe t de classe Ck-1) de points fixes
de : (x, y) -* (0N,(x ), µ), pras de (0, 0) dans H x R. Les points fixes et ( 0, p) sont les
seuls points fixes de 0 dans un voisinage de (0, 0).
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(b) Soit z (resp. z*) un vecteur propre de Lo (resp . de son adjoint Lo dans le dual

H* de H) a valeur propre 1, tel que (z*, z) = 1. Supposons que pour tout a E R

(z*, No az) = 0. (11)

Dans cc cas, la courbe f de (a) est tangente a (z, 0) en (0, 0).

Demonstration : Nous utilisons le theoreme de la variete centrale. 0 a deux vecteurs
propres a valeur propre 1, ce sent (z, 0) et (0, 1). 11 existe done une variete a deux dimen-
sions, V', qui est tangente a (z, 0) et a (0, 1) en (0, 0) E H x R. V° est invariante sous
et contient tous les points fixes de ¢ dans un voisinage de (0, 0).

Appliquons alors la machinerie habituelle : On choisit des coordonnees (a,µ) en V'
telles que

0(a> µ) = (f (a, ), )

ou f est une fonction R x R -* R avec f (0, e) = 0 eta (0, p) = .A(µ). Les points fixes de
dans V` sent alors donnes par les solutions de a = f (a, µ). On a d'abord les solutions

evidentes (a = 0, µ). Pour trouver d'autres solutions, on considers la fonction

g(a, µ) = f(a, fr)/a - 1

dent it faut chercher les zeros. Par le theoreme de division, g est Ck-1. Par construction

aµ (0, 0) = L" (0) > 0. Le theoreme des fonctions implicites nous fournit alors (a).

11 nous reste a montrer (b). Soit (x, 0) E V`. On peut decomposer x = az + y, ou

(z*, y) = 0. Puisque V' est tangente a (z, 0), on trouve que

x = az + O(a2) ou y = 0(a2).

Puisque (z*, z) = 1 on a

f (a, 0) = (z*, 00(az + y))

(z*, Loaz + Loy + No(az + y))

= a + (z*, Loy + No(az + y))

= a + (z*, Loy + Noaz) + 0(a3).

(Nous avons utilise que y = 0(a2) et que No n'est pas lineaire ). Par hypothese (z*, Noaz) _

0 et par construction

(z*, Loy) = (Loz*, y) = ( z*, y) = 0.

II en suit que

f(a,0) = a + O(a3) et (12)

( C I = a(A(It) + O')
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ou 02 sent des termes d'ordre 2 en µ et a. La courbe des points fixes de 0 introduite sous
(a) est alors donne par

A(µ) + 02 =1. (13)

Ceci implique (en approximant a(µ) = a(0) + (aµ) (0).µ+O(µ2))

as
(0)µ = 02 et donc

(aµ) (0)
O(a2)

(14)

(µ(a) ti a.µ(a) + µ(a)2 + a2 µ(a) ^' a2 + 0(a3).)

Mais (14) signifie que µ = 0(a2) sur la courbe £ qui est donc tangente a (z, 0).

Ceci complete la demonstration du theoreme. II est possible de pousser 1'analyse de
la courbe $ un peu plus loin :

Il suit de (11) et de Finvariance locale de V` que

Oo(az + y) = az + y + 0(a 3).

(Cf. aussi page 46 en haut.) Par definition

co(az + y) = aLoz + Loy + No(az) + 0(a3)

et donc on a en combinant les deux expressions pour 00

y = Loy + No(az) + 0(a 3) on

y = (1 - Lo)-1No(az) + 0(a3).

On peut donc ameliorer (12)

f(a, 0) = a + (z*, No (az + (1 - Lo)-1No(az)) + 0(a4).

On peut alors calculer le coefficient A de a3 de f (a, 0). (14) devient alors, a des termes
d'ordre superieur pres

OA (0)] µ+Aa2 =0.
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On pent alors decrire le comportement de la courbe f pres de (0, 0).

µ

->\F
--1- \E- F

-*/4-

-->. -./4-

F

F

A>0

a

Les fleches indiquent le caractere attractif ou repulsif des courbes.

lA

a

- F

F

(0,11)

A<0

Remarques :

- Si la courbe 2 n'est pas tangente a (z, 0) (condition (11) pas satisfaite) alors on a

l'image suivante :

- Si on ne suppose pas que le reste du spectre se trouve dans {z E C : Izl < 11 mais

seulement Bans {z E C, IzI 1} le theoreme reste valable mais on perd les resultats

sur le caractere attractif des points fixes.

F

F

F^-*

- Ces resultats sont d'un type bien connu, mais ils ont la particularite de montrer en plus

que les points fixes dependent de maniere differentiable du parametre de bifurcation.
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L'instabilite de Taylor du flot de Couette [Cf. p. ex. C.C. Lin, Hydrodynamical
Stability.]

Les equations pour une deviation stationnaire du flot de Couette sont de la forme

u = R(Lu + Qu)

dans un espace de Hilbert H de champs de vecteurs u entre les deux cylindres. Ici R est
le nombre de Reynold, L un operateur compact (H -* H) lineaire, et Q un operateur
compact quadratique. En plus on a impose une symetrie rotationnelle de u.

Si w1 > 0, w2 >_ 0 et wlr1 > w2r2 alors on trouve que pour toutes* les valeurs de la
periode des solutions dans la direction de l'axe de z, le spectre de L consiste de valeurs
propres reelles, positives et simples. Soit Al la valeur propre maximale de L. Soit alors
k > 2. Nous considerons 1'application Ck H X R -> H x R define par

(u,R)-* (R•(Lu+Qu),R).

Le point fixe (0, Al 1) a alors une variete centrale a deux dimensions et on trouve par le
theoreme 11 une famille a un parametre de points fixes.

8. Points critiques d'un champ de vecteurs en presence d'un groupe d'invariance.

Notre discussion de la bifurcation pour un systeme donne que nous avons menee au
chapitre I etait en partie basee sur le concept de genericite des points critique, c'est-a-dire
qu'on decidait, par exemple, (page 13) que le cas oh une valeur propre reelle simple traverse
l'origine etait non-generique. Constructivement ceci dit que I'on peut changer 1'equation
en question de tres peu pour obtenir une autre situation.

Si l'on impose a 1'equation en question une invariance sous un groupe it se peut

que les changements necessaires pour partir d'une situation particuliere (par exemple une

valeur propre reelle traversant zero) sont incompatibles avec les restrictions imposees par

l'invariance de l'equation sous le groupe donne.

* a un ensemble denombrable de periodes pres
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La conclusion de cette discussion est que

linvariance sous un groupe peat changer Is caractere gene'rique d'un point critique.

Dans cette section, nous discuterons quelques exemples. Soit X un espace de Hilbert

reel et U une representation lineaire orthogonale du groupe G dans X. Nous identifierons

l'espace tangent de X a X. La condition d'invariance s'ecrit

X (U(g)x) = U(g)X (x),

ou x e X, X un champ de vecteurs.

On trouve par un calcul simple que la matrice Jacobienne

A) _ Wyk (0)

satisfait a U(g)A = A U(g)(*). Le champ lineaire associe a A est invariant par U et ceci
implique que (*) est la seule restriction sur la matrice Jacobienne provenant de l'invariance

du champ. Si 0 est un point critique (X(0) = 0) sa nature va etre restreinte par (*).

Nous donnons maintenant des exemples.

Exemple I.

Soit G le groupe multiplicatif a 2 elements notes {1, -1}. Soit X de dimension finie.

Soit e = +1. On peut reduire X = X+ ® X_ tel que U(E) = U+(s) ® U(e). Ici U+ est la

representation triviale, U_ la representation fidele.

La condition d'invariance s'ecrit

X (U(-1)x) = U(-1)X(x). (*)

Il s'en suit que X(0) applique dans X+ et non pas dans X_. Nous supposons X+ = 0, d'ou

on a que 0 est un point critique de X et aussi que (*) devient

X(-x) = -X(x).

La matrice Jacobienne n'est soumise a aucune restriction par la condition d'invariance.

On peut enoncer le theoreme suivant :

Theoreme : Soit G = {+1, -1} et U(+1)x = ±x pour x E X. Soit F : X x R - X

continu et soit F(-x, µ) = -F(x, µ). Soit A(µ) la matrice Jacobienne de F(µ). Si p est

daps un voisinage de 0, noes supposons que a(µ) est une valeur simple de A(µ) dependant

continfiment de p et a(0) = 0, aµ (0) > 0. Now supposons en plus que 0 est la seule valeur

propre rdelle de A(0).

Sons ces conditions, it existe un voisinage de (0,0) dons X x 6B tel qu'il existe une

famille a un parametre de points critiques :

7 -. (x(r), µ(T)).
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x(.) et ic(.) sont continues, x(r) = -x(-r), µ(r) = ft(-r). Il n'y a pas d'autres points
recurrents que (x(r), µ(r)) et que (0, 0) dans le voisinage de (0, 0).

Pour la demonstration on utilise le theoreme de la variete centrale ; on travaille ensuite
en deux dimensions et on applique le theoreme des fonctions implicites.

Les points critiques :

x

•µ

On a donc une bifurcation des points critiques qui n'etait pas presente generiquement au

cas sans invariance sous G.

Exemple II.

Ici G est le groupe additif des reels. Soit X de dimension finie, la representation U est
completement reductible et consiste en des composantes irreductibles du type suivant

(a) Si r E G, it y a des representations a 2 dimensions Va,

Va(r)= (cosar
-sincrrl a>0

sin car cosar I
et

(b) Vo(T ) = 1, (uni - dimensionnel).

On a donc

x = X0 ® 1 ® XaJ , Xa = R2 ®ya
\a>0

tel que si Uo, U. sent les restrictions de U a X0, Xa, alors

Uo=1l 0 Ua=Va®Ily^.

De la condition X(U(r)x) = U(r) X(x) it suit que X : X -r Xo, et aussi que la matrice
Jacobienne A de X se reduit

A=Ao®(® Aa)
a>o

C B. -Ca 1

01Y_ .
Aa C

a Ba /
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On a alors le resultat suivant :

Soit X0 = 0. Alors 0 est an point critique de chaque champ X invariant par G.

Generiquement, les valeurs propres de Ia matrice Jacobienne sont tons non-reels.

Cc resultat suit du fait que les valeurs propres de
Ba

-C, sent Bc, +iCc, et que,
Ga Ba

generiquement, Ca + 0.
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